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Einleitung. 


Die Kreisgeometrie verdankt ihre Entstehung dem be- 
kannten Problem des Apollonius von Perga: „Zu drei 
gegebenen Kreisen einen vierten zu konstruieren, welcher die 
drei. gegebenen Kreise berührt.“ Wiewohl diese Aufgabe schon 
von Vieta um das Jahr 1600 gelöst wurde, ebenso von Newton, 
Euler und anderen, so haben sich doch spätere Mathematiker 
bemüht, die obige Frage mit neueren Hilfsmitteln auf einfachere 
Art zu lösen; insbesondere waren es einige Schüler von Monge, 
welche sich am Anfang des 19. Jahrhunderts mit dieser Auf- 
gabe befaßten. Natürlich fanden gleichzeitig auch andere Auf- 
gaben von Kugeln ihre Lösung; Düpin gelangte 1813 bei 
diesen Untersuchungen auf die später mit dem Namen Oycliden 
bezeichneten Flächen, welche als Einhüllende einer veränder- 
lichen Kugel definiert sind, wobei diese bei ihrer Bewegung 
immer 3 gegebene Kugeln berührt. | 

Gaultier führte den Begriff des Potenzpunktes von Kreisen 
und Kugeln ein, den er zwar anders nannte, und löste mit 
Hilfe dieses Punktes das Apollonische Problem. Die Bezeichnung 
„Potenz“ stammt von Steiner (1826), welcher auch unser 
Problem erweiterte, indem er sich die Aufgabe stellte: Einen 
Kreis zu konstruieren, welcher gegebene Kreise unter einem 
vorgeschriebenen Winkel schneidet. Ferner hat Steiner mit 
Hilfe des von Poncelet eingeführten Begriffes von invers- 
liegenden Punkten das Prinzip der reziproken Radien aufgestellt, 
welchem Plücker 1834 ein neues Abbildungsprinzip!) hinzu- 


1) Siehe Journal für reine und angewandte Mathematik, Band XI, 
Seite 219— 225. 
Kleinschrodt. 1 
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gesellte, das den Namen „Kreisgeometrie“ trägt, und deren 
Erweiterung „Kugelgeometrie“ heißt. Diese Geometrie wollen 
wir hier untersuchen. 

Die Kreisgeometrie ordnet jedem Punkt des dreidimensionalen 
Raumes einen Kreis in einer Ebene, welche wir Bildebene 
nennen wollen, zu. Da es nun in der Ebene »* Kreise gibt, 
so läßt sich zwischen den ©® Punkten des Raumes und den 
oo® Kreisen der Bildebene eine Zuordnung treffen, welche ein- 
eindeutig ist. Eine analoge Zuordnung können wir zwischen 
den Punkten des vierdimensionalen Raumes und den Kugeln 
eines dreidimensionalen Raumes herstellen; wir nennen dieses 
Entsprechen der Punkte des vierdimensionalen Raumes und 
der Kugeln des dreidimensionalen Kugelgeometrie. 

Es ist nun klar, daß diese Zuordnung in verschiedener 
Weise geschehen kann, und je nach der Art der Festsetzung 
erhalten wir eine besondere Art von Kreis-, bezw. Kugel- 
(reometrie. Wir wollen nun im folgenden verschiedene Möglich- 
keiten zugrunde legen, wobei wir diese Methoden als Spezial- 
fall einer allgemeinen Betrachtung ansehen können, und, nach- 
dem wir so die Abbildung des dreidimensionalen Raumes in 
die Bildebene durchgeführt haben, untersuchen, welches der 
Unterschied der einzelnen Methoden ist, und ob es nicht mög- 
lich ist, eine Art der Abbildung in eine andere überzuführen. 


I. Kapitel. 


Projektive Abbildung des Raumes durch Kegelschnitte und 
die Fiedlersche Kreisgeometrie als Spezialfall derselben, 
Cayleysche Kreisgeometrie. 


Seh: 
Projektive Abbildung des Raumes in die Kegelschnitte einer Ebene 
durch 2 feste Punkte. 

Die Mannigfaltigkeit der Kegelschnitte einer Ebene ist &°. 
Bringen wir die Punkte des Raumes mit den Kegelschnitten 
einer Ebene in Beziehung, so müssen wir den Kegelschnitten 
Bedingungen auferlegen, wodurch die Mächtigkeit der Raum- 
punkte gleich der Mächtigkeit der Kegelschnitte wird. Zu 
diesem Zwecke machen wir die Voraussetzung, daB alle unsere 
Kegelschnitte durch 2 feste Punkte A und B gehen sollen, 
welche wir als Schnittpunkte eines festen Kegelschnitts % mit 
der betr. Ebene, Bildebene, ansehen wollen. 

Ist nun X ein Kegelschnitt unserer Bildebene durch die 
2 festen Punkte A und B und M der Pol von K in Beziehung 
auf AB, so können wir durch % und K oo! Flächen zweiten 
Grades legen, da die 2 Kegelschnitte 8 Bedingungen gleich- 
kommen. Soll nun aber der Punkt M der Pol der Ebene 
von k in Beziehung auf diese Fläche zweiten Grades werden, 
so ist unsere Fläche bestimmt, und zwar eindeutig, da in den 
Bedingungsgleichungen die unbekannten Koeffizienten nur linear 
auftreten. Ist endlich & noch der Pol des festen Kegelschnitts % 
in bezug auf AB, so erhalten wir in der Verbindungslinie &®M 
2 Schnittpunkte P und P‘ mit der Fläche zweiten Grades. 

1* 
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Diese 2 Punkte wollen wir dem Kegelschnitt X zuordnen, 
d.h. wir bezeichnen K als das Bild der 2 Punkte P und P’ 
(Br Biol), 


- 
I Sen 


Fig. 1. 


Ist umgekehrt ein Punkt P im Raum gegeben, so finden 
wir im Schnittpunkt der Geraden RP mit der Bildebene den 
Punkt M; durch den Punkt P und den festen Kegelschnitt &k 
läßt sich dann eine einzige Fläche zweiten Grades so bestimmen, 
daB der Punkt M der Pol der Ebene von % in bezug auf diese 
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Fläche ist. (Die Bedingung, daß die Fläche durch %k und P 
gehen muß, liefert 6 Bedingungsgleichungen und diejenige, daB M 
der Pol von k sein soll, 3.) Den Schnittkegelschnitt dieser Fläche 
mit der Bildebene bezeichnen wir dann als das Bild des Punktes P 
und des zweiten Schnittpunktes .P’ von RP mit der Fläche. 
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Diese beiden Konstruktionen lassen es dahingestellt, ob 
die Punkte P und P‘ reell oder imaginär sind; immer jedoch 
ist der Bildkegelschnitt reell. Wir haben somit hier eine Ab- 
bildung, welche für Reelles und Imaginäres im Raum reelle 
Bilder liefert (s. Fig. 2). 

Um nun eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen 
den Raumpunkten und den Kegelschnitten herzustellen, stellen 
wir folgende Überlegung an: 


ao R 


Fig. 2. 
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In jede Gerade induziert jede Fläche zweiten Grades eine 
Punktinvolution, und zwar eine elliptische, parabolische oder 
hyperbolische, je nachdem die betr. Gerade die Fläche nicht 
schneidet, berührt oder reell schneidet. Die Schnittpunkte der 
Geraden mit der Fläche, mögen sie imaginär oder reell sein, 
sind identisch mit den Doppelpunkten der genannten Involution. 
Ferner unterscheidet man nach Staudt bei jeder Involution 
2 verschiedene Sinne, z. B. einen Sinn „X YZ“ und einen 
Sinn „ZYX“; man wählt also auf dem Träger der Involution 
eine Richtung als die positive und die andere Richtung als 
die negative und ordnet diesen beiden Richtungen oder diesen 
2 Arten von Sinn die beiden Doppelpunkte eindeutig zu. 

Wenden wir diese Betrachtung auf unsere Abbildung an, 
so haben wir als Träger der Punktinvolution, welche die Fläche 
in dieselbe induziert, die Gerade RM und die Punkte R und M 
bilden ein paar entsprechender Punkte dieser Involution. Ein 
zweites Paar solcher Punkte heiße X und Y, und wir definieren 
dann den einen Doppelpunkt dieser Involution oder den einen 
Schnittpunkt von RM mit der Fläche durch den Sinn „RXM“ 
und den andern durch den Sinn „MXR“. Bedenken wir 
ferner noch, daß auch auf dem Bildkegelschnitt X 2 verschiedene 
Sinne festgelegt sind, so läßt sich hierdurch eine umkehrbar 
eindeutige Beziehung zwischen Raumpunkt und Bildkegelschnitt 
herstellen: Wir ordnen allen von R wegführenden Sinnen die 
im Uhrzeigersinn durchlaufenen Kegelschnitte zu und allen auf 
R zuführenden Sinnen die im entgegengesetzten Sinn durch- 
laufenen Kegelschnitte. 

Betrachten wir noch den Fall der parabolischen Involution, 
so muB hier nach den Sätzen der synthetischen Geometrie ein 
Punkt jedes Punktpaares mit dem Mittelpunkt der Involution 
zusammenfallen und dieser Mittelpunkt wird der Doppelpunkt 
der Involution. Da aber in unserem Falle R unveränderlich 
ist und M die Punkte der Bildebene durchläuft, so kann der 
Doppelpunkt der Involution oder der Berührungspunkt der 
Geraden RM mit der Fläche zweiten Grades nur mit einem 
dieser Punkte zusammenfallen, d.h. ist die von der Fläche in 
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die Gerade RM induzierte Involution eine parabolische, so 
berührt RM die Fläche zweiten Grades in einem Punkt 
der Bildebene oder in dem Pol R von k in bezug auf die 
Gerade AB. 

Wenden wir nun aber die allgemeine Konstruktion auf 
einen Punkt der Bildebene an, so finden wir, daß dies nicht 
mehr möglich ist: Die Fläche, welche in der Bildebene den 
zu diesem Punkt gehörigen Kegelschnitt ausschneidet, muß 


Fig. 3. 


durch diesen Punkt gehen; andererseits aber soll dieser Punkt 
auch der Pol zur Ebene des Kegelschnitts k in Beziehung auf 
die Fläche zweiten Grades sein. Diese 2 Bedingungen lassen 
sich aber nur dann gleichzeitig erfüllen, wenn der betr. Punkt 
auch in der Ebene von k, also auf AB liegt, was im allge- 
meinen nicht der Fall ist. 

Der Bildkegelschnitt eines Punktes P der Bildebene mub, 
da die Fläche durch P geht, auch durch P gehen; ferner geht 
er aber auch durch A und D, und diese 2 Punkte sind Doppel- 
punkte, weil MA und MB immer Tangenten sind und M hier 


RER 


mit P zusammenfällt. Es liegen somit 3 Punkte in einer 
(reraden, also muß der Bildkegelschnitt eines Punktes P der 
Bildebene in die 2 Geraden PA und PB zerfallen. Die dazu- _ 
gehörige Fläche zweiten Grades muß also PA und PB in der 
Bildebene ausschneiden; ferner muß sie durch den Kegelschnitt k 
gehen und RM=RP muß Tangente an dieselbe sein. Eine 
solche Fläche zweiten Grades, welche diese Bedingungen erfüllt, 
ist der Kegel, dessen Spitze im Punkte P liegt und dessen 
Leitkurve der Kegelschnitt % ist (s. Fig. 3). Liegt P im Un- 
endlichen, so wird die Fläche ein Zylinder und der Bildkegel- 
schnitt 2 parallele Gerade. Für Punkte auf AB erhalten wir 
2 zusammenfallende (zerade. 

Fällt P mit einem Punkt der Ebene von k zusammen, so 
versagt die allgemeine Konstruktion ebenfalls. Es ist leicht 
einzusehen, daß AR nicht nur der Pol von AB in bezug auf 
den Kegelschnitt % ist, sondern bei der allgemeinen Konstruktion 
auch der Pol der Ebene von X, d.h. der Bildebene in bezug 
auf die Fläche zweiten Grades wird (s. Fig. 1). Da nun in 
unserem jetzigen Fall die zu bestimmende Fläche zweiten 
Grades durch % und P gehen und der Schnittpunkt M von 
RP mit der Bildebene der Pol der Ebene von % in bezug auf 
die Fläche sein soll, so muß die Fläche mit der Ebene von k 
zusammenfallen. % soll aber auch Pol der Bildebene in bezug 
auf die Fläche sein, es müßte also, da R auf der Fläche liegt, 
die Polarebene von R, d. h. die Bildebene durch R gehen, 
was unmöglich ist, da R immer außerhalb derselben liegt. Wir 
müssen deshalb als Bild eines Punktes P der Ebene von k 
die Schnittlinien der Ebene von %k und einer zweiten Ebene, 
welche wir nicht näher bestimmen können, mit der Bildebene 
definieren. Diese zweiten Ebenen können wir als Ebenen be- 
trachten, welche dem Ebenenbündel durch R angehören. Die 
Bildkegelschnitte von allen Punkten der Ebene von %k bestehen 
somit in 2 Geraden, von denen die eine immer AB ist. Eine 
besondere Rolle in dieser Ebene spielt der Punkt R; wir wollen 
_ deshalb diesem Punkt die Gerade AB und die unendlich ferne 
Gerade der Bildebene zuordnen. 
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. Beschreibt nun P eine einfache Punktreihe, d. h. eine 
Gerade, so besteht das Bild derselben in einer einfachen Mannig- 
faltigkeit von Kegelschnitten. Die Pole M für alle diese Kegel- 
schnitte entstehen durch Projektion der Geraden aus dem 
Punkt A, sie liegen also auch auf einer Geraden und wir nennen 
deshalb die Gesamtheit aller eine Gerade darstellenden Kegel- 
schnitte eine lineare Kegelschnittsreihe. Die zerfallenen Kegel- 
schnitte dieser Reihe liefern die Schnittpunkte der Geraden 
mit der Bildebene und der Ebene von X. 

Für eine Gerade durch den Punkt R erhalten wir oo! 
Kegelschnitte, welche, da der Punkt M fest bleibt, alle die 
Geraden MA und MB zu Tangenten haben. Liegt die Gerade 
ganz in der Ebene des Kegelschnitts von k, so besteht die dazu- 
gehörige Kegelschnittsreihe in lauter zerfallenen Kegelschnitten, 
deren einer Teil bei allen in der Geraden AP besteht. Die 
Punkte einer Geraden, welche in der Ebene durch Z parallel 
zur Bildebene liegt, bilden sich in Kegelschnitte ab, welche 
alle AB zum Durchmesser haben; dasselbe gilt für alle Punkte 
dieser Ebene. Die unendlich fernen Punkte fallen mit den 
unendlich fernen Punkten der Bildebene zusammen, sie bilden 
sich also in je 2 parallele Gerade durch A und DB ab. 

Durch dieselbe Betrachtung erhalten wir als Bild einer 
Ebene ein planares Kegelschnittsystem; ebenso können wir 
jedes andere räumliche Gebilde in Kegelschnitte durch A und D 
abbilden und umgekehrt zu jedem Kegelschnittsystem der 
Bildebene, welches durch A und D geht, das entsprechende 
räumliche Gebilde suchen (s. $ 2, Seite 12). | 


82. 
Die Cyklographie von W. Fiedler als Spezialfall der betrachteten 
Abbildungsmethode und Fortführung derselben. 
Wilhelm Fiedler hat in seiner Oyklographie'!) eine Art 
von Kreisgeometrie angegeben, wonach die Punkte des drei- 


1) Wilhelm Fiedler, Cyklographie oder Konstruktion der Aufgaben 
über Kreise und Kugeln und elementare Geometrie der Kreis- und 
Kugelsysteme, 1882. 
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dimensionalen Raumes ein-eindeutig in die Kreise einer Ebene 
abgebildet werden können. Ist nämlich die X Y-Ebene die 
Bildebene, so ist ein beliebiger Kreis in dieser Ebene durch 
die Gleichung («— a)? + (y—b)?—r?—0 dargestellt. Sind ferner 
X, Y, Z die Koordinaten eines Punktes im Raum, so können 
wir nach W. Fiedler zwischen Kreis und Raumpunkt dadurch 
eine Beziehung herstellen, daB wir setzen: 
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d. h. wir repräsentieren jeden Raumpunkt durch einen Kreis, 
der seinen Mittelpunkt in dem Fußpunkt desjenigen Lotes hat, 
welches man von dem betr. Raumpunkt auf die Bildebene 
fällen kann, und dessen Radius —= der Länge des Lotes ist. 
Fiedler nimmt diese Länge immer dem absoluten Betrage 
nach und macht die Zuordnung dadurch zu einer umkehrbar 
eindeutigen, daB er jedem Kreis einen Drehungssinn beilegt 
und definiert: Je nachdem sich ein Punkt auf der positiven 
oder negativen Seite der Bildebene erhebt, durchlaufen wir den 
dazugehörigen Bildkreis im positiven oder negativen Sinn. 
Betrachten wir aber r als eine mit einem Vorzeichen behaftete 
Länge, so ist die Ein-Eindeutigkeit der Abbildung auch ohne 
Zuhilfenahme des Drehungssinnes der Kreise vorhanden; aller- 
dings entsprechen dann allen Punkten mit negativem z Kreise 
mit negativem Radius, d. h. Kreise, welche wir als imaginär 
bezeichnen können. 


Die zu einem Kreise K unserer Bildebene gehörigen 
2 Punkte P und P’ können wir nun auch auf andere Weise 
bestimmen: Wir. beschreiben über den vorgelegten Kreis K 
eine Kugel, deren Mittelpunkt, mit dem Mittelpunkt des Kreises 
K zusammenfällt und bringen diese Kugel sodann zum Schnitt 
mit dem im Mittelpunkt des Kreises errichteten Lote, wodurch 
wir P und P’ erhalten (s. Fig. 4). Spezialisieren wir nun unsere 
Abbildungsmethode in $ 1 in der Art, daß wir an Stelle des 
festen Kegelschnitts k den unendlich fernen, imaginären Kugel- 
kreis setzen, so erhalten wir für die Punkte A und B die 
imaginären Kreispunkte unserer Bildebene, durch welche alle 
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Bildkegelschnitte gehen müssen; sie sind also jetzt lauter Kreise. 
Der Mittelpunkt eines Kreises ist aber der Pol zur unendlich 
fernen Ebene in bezug auf die Kugel, welche den Kreis als 
Hauptkreis enthält, er tritt somit an die Stelle unseres früheren 
Punktes M; ebenso ist der unendlich ferne Punkt des Lotes 
der Pol zur Ebene des Kreises in bezug auf die Kugel und 
auch Pol der unendlich fernen Geraden der Bildebene in 
Beziehung auf den imaginären Kugelkreis; dieser unendlich 


Fig. 4. 


ferne Punkt des Lotes entspricht somit dem Punkt R. Wir 
gelangen somit durch Spezialisierung der Voraussetzungen zur 
Fiedlerschen Kreisgeometrie, deren Hauptresultate hier kurz 
erwähnt sein mögen: 


Zu jedem Punkt des Raumes gehört ein bestimmter Kreis 
und umgekehrt entspricht jedem Kreis der Bildebene ein be- 
stimmter Raumpunkt. Liegt der Punkt speziell in der Bild- 
ebene, so ist sein Bild ein Nullkreis oder die in der Ebene 
von dem betr. Punkt ausgehenden Minimalgeraden. Punkte, 
welche im Unendlichen liegen, bilden sich als Gerade ab. Wir 
haben also auch hier wieder für die Punkte dieser 2 Ebenen die 
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Entartung. Zu jedem räumlichen Gebilde gehört ein bestimmtes 
System von Kreisen: eine Gerade bildet sich ais lineare Kreis- 
reihe ab, deren gemeinsamer Ähnlichkeitspunkt identisch ist 
mit dem Schnittpunkt der Geraden mit der Bildebene. Sucht 
man umgekehrt das einem Kreissystem z. B. einem Kreisbüschel 
entsprechende Gebilde, so erhält man das Resultat, daß einem 
Kreisbüschel der Bildebene im Raum eine gleichseitige Hyperbel 
zugeordnet ist. Je nachdem das Kreisbüschel reelle oder 
imaginäre Grundpunkte besitzt, ist die Hauptachse der er- 
wähnten Hyperbel senkrecht zur Bildebene oder liegt in der- 
selben, sie haben also Gleichungen von der Form: 


(= r?’+y? 
\« —0( 


i (e’=1?’+2° 
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Hierbei ist angenommen, daB die X- und Y-Achse in der 
Bildebene liegt und die Z-Achse senkrecht dazu ist; ferner 
bedeutet r die halbe reelle Achse der Hyperbel. Die durch 
diese Gleichungen bestimmten Hyperbeln geben uns zugleich 
im Bild konjugierte Kreisbüschel. 

Wie nun durch Drehung aus einem Kreisbüschel ein Kreis- 
netz entsteht, so entsteht auch durch Drehung der gleichseitigen 
Hyperbel das dem Kreisnetz entsprechende Gebilde im Raum; 
es entspricht einem Kreisnetz oder Kreisbündel mit Scheitel- 
oder Diametralkreis, oder wie wir es, da keine Nullkreise auf- 
treten, nennen können, einem elliptischen Kreisbündel, ein 
zweimanteliges Hyperboloid, und einem Kreisnetz mit Kehl- oder 
Orthogonalkreis (hyperbolisches Kreisnetz) ein einmanteliges 
Hyperboloid. Den Übergang zwischen diesen beiden Kreisnetzen 
bildet das konische oder parabolische Kreisnetz, welchem in 
unserer Kreisgeometrie der Asymptotenkegel zugeordnet ist. 

Diese Betrachtungen führen, wie Fiedler zeigt, zu der 
Lehre von den Winkelschnitten, und ferner lassen sich dieselben 
auf eine Reihe von Aufgaben anwenden; ich verweise hier auf 
die Cyklographie von W. Fiedler. 

Gehen wir nun nochmals auf unsere früher behandelte 
Abbildungsmethode zurück und übertragen diese letzten Resultate 


der Cyklographie projektiv, so haben wir zu einem System von 
Kegelschnitten, welche außer durch die Punkte A und B noch 
durch 2 weitere Punkte P, und P, der Bildebene gehen, das 
entsprechende Raumgebilde zu suchen. Wir nennen ein solches 
System von Kegelschnitten ein Kegelschnittbüschel. 

Die Cyklographie lehrt uns, daß die Raumpuünkte, deren 
Bildkreise durch einen festen Punkt P gehen, auf einem Kreis- 
kegel liegen, dessen Scheitel in P liegt, dessen Achse das Lot 
in P auf der Bildebene ist und dessen Öffuungswinkel 45° 
beträgt. Die 2 Mantellinien des Kegels, welche in einer Ebene 
durch die Achse liegen, stehen also aufeinander senkrecht, sie 
bilden also entsprechende Strahlen einer in der Spitze des 
Kegels liegenden rechtwinkligen Involution dieser Ebene, von 
welcber ein zweites, zum ersten harmonisch gelegenes Paar die 
Achse und die Schnittlinie der Ebene der beiden Mantellinien 
mit der Bildebene ist; die Doppelstrahlen der Involution sind 
die in der betr. Ebene liegenden Minimalgeraden. 

Bei der Verallgemeinerung dieses Ergebnisses tritt an die 
Stelle des Lotes die Gerade EM=RP und an die Stelle der 
Minimalgeraden die Verbindungslinien von P mit den jeweiligen 
Schnittpunkten einer durch RP gehenden Ebene und dem 
festen Kegelschnitt %. Alle Punkte, welche Bildkegelschnitte 
durch A, B und P liefern, liegen somit, da bei der Verall- 
gemeinerung die projektiven Eigenschaften sich nicht ändern, 
auf einem Kegel, dessen Polare in bezug auf die Bildebene 
die Gerade RP ist und dessen Mantellinien mit RP und der 
betreffenden in der Bildebene durch P gezogenen Geraden PQ 
4 harmonische Strahlen bilden; diese 4 harmonischen Strahlen 
müssen ferner einer solchen Strahleninvolution angehören, dab 
die von P nach den Schnittpunkten der Ebene durch RP und 
PQ mit dem festen Kegelschnitt k gezogenen Geraden Doppel- 
strahlen der genannten Involution sind. | 

Sind die Schnittpunkte reell, so sind auch die beiden 
Doppelstrahlen der Involution reell. Es gilt aber der Satz, 
daß, wenn beide Strahlenpaare der Involution sich trennen, 
keine Doppelstrahlen existieren, wenn aber das eine Strahlenpaar 
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ganz innerhalb oder außerhalb des andern liegt, reelle Doppel- 
‘ strahlen vorhanden sind. In denjenigen Ebenen des Büschels 
durchauitE, Sun 
welchem reelle 
Doppelstrahlen R 
vorhanden sind, 
müssen somit 
die Mantellinien 
des gesuchten 
Kegels, welche 
ja mit PR und 
PQ 4 harmoni- 
sche Strahlen 
bilden müssen, 
imaginär sein. 
Unser gesuchter 
Kegel muß also 
in demjenigen 
Winkelraum 
von RP aus be- 
trachtet liegen, 
in welchem der 
feste Kegel- 
schnitt % nicht 
liegt (s. Fig. 5). 
Für den 
Fall, daB die 
beiden Doppel- 
strahlen der In- 
volution zusam- Fig. 5. 


menfallen, was 

nur möglich ist, wenn die betr. Ebene des FEbenenbüschels 
durch RP die Kurve % berührt, müssen die Doppelstrahlen 
identisch mit den Geraden PA bezw. PB sein; ebenso fallen 
die beiden Paare von Mantellinien mit PA bezw. PB zusammen 
(bei Anwendung der allgemeinen Konstruktion), wir haben 
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somit das Ergebnis, daß allen Kegelschnitten durch A, B und 
P ein Kegel entspricht, welcher den festen Kegelschnitt % 
in den 2 festen Punkten A und B berührt. Die Konstruktion 
ergibt ferner, daß dieser Kegel vom zweiten Grad ist, der 
Schnitt dieses Kegels mit der Ebene des Kegelschnitts von k 
ist wieder ein Kegelschnitt 8, welcher k in A und B berührt 
und in demjenigen Winkelraum von A aus betrachtet verläuft, 
in welchem sich % nicht befindet. 

Sollen nun die Bildkegelschnitte durch 2 Punkte P, und 
P, gehen, so müssen die entsprechenden Punkte auf dem Schnitt 
zweier solcher Kegel liegen, d. h. der Ort der Punkte, welche 
in der Abbildung ein Kegelschnittbüschel liefern, ist der Schnitt 
zweier Kegel. Dieser Schnitt besteht einmal in dem oben 
erwähnten Kegelschnitt $ der Ebene von %, welcher k in A 
- und B berührt; durch diesen ersten Kegelschnitt ® müssen 
somit alle Kegel, welche sich auf diese Weise konstruieren 
lassen, hindurchgehen (folgt aus der Konstruktion). Die Ab- 
bildung dieses Schnittkegelschnitts $® können wir nicht weiter 
verfolgen, da dieselbe für die Punkte der Ebene von %k un- 
bestimmt ist und nicht mehr der allgemeinen Konstruktion folgt. 

Der zweite Teil des Schnittes der beiden Kegel muB eben- 
falls ein Kegelschnitt sein, dessen Schnittpunkte mit der Bild- 
ebene identisch sind mit den Schnittpunkten der Geraden 
P,A und P,Bmit P,A und P,B. Sind X und Y diese 2 Punkte, 
so ergibt die Abbildung derselben sofort 2 zerfallene Kegel- 
schnitte des Kegelschnittbüschels. Die Gerade X Y liefert auch . 
den Ort der Pole aller Kegelschnitte des Büschels in Beziehung 
auf AD, d.h. den Ort der Punkte M. Die Pole aller Kegel- 
schnitte eines Büschels müssen auf einer Geraden liegen, von 
welcher 2 Punkte bestimmt sind. Die 4 oben genannten 
Geraden P,A, P,B, P,A und P,B bilden ein vollständiges 
Vierseit, bei welchem AB und X Y konjugierte Gerade sind. 

Da nun XY den Ort der Pole darstellt, diese aber auch 
durch Projektion des zweiten Schnittkegelschnitts aus dem 
Punkt R entstehen, so folgt hieraus, daß dieser zweite Schnitt- 
kegelschnitt in der Ebene durch AR, X und Y liegen mub. 


N 


Legt man durch die Schnittlinie %S der Ebene von k und der 
zuletzt genannten Ebene noch Ebenen durch P, und P,, so 
sieht man sofort, daß diese 4 Ebenen harmonische Lage haben, 
und zwar so, daß die Ebenen von k und diejenige durch die 
Punkte X und Y einander 


entsprechen. S 
Sucht man nun in A 
derselben Weise die Raum- A \ 


punkte, welche abgebildet 
alle Kegelschnitte durch 
X und Y liefern, so findet 
man als Ort dieser Punkte, 
abgesehen von dem Kegel- 
schnitt der in der Ebene 
von %k liegt und immer der- 
selbe ist, einen Kegel- 
schnitt, der die Bildebene 
in den Punkten P, und P, 
schneidet und in der Ebene 
durch &, P, und P, liegt. 
Die Pole aller Bildkegel- 
schnitte in Beziehung auf 
AB liegen hier auf der Geraden P,P,. Die Ebene von k und 
die Ebene durch R, P, und P, schneiden sich nach der Geraden 
RT, Legt man durch RT noch Ebenen, welche durch X und F 
gehen, so erhält man wieder 4 harmonische Ebenen, von denen 
die Ebene von & und die Ebene durch R&, P, und 7, sich 
‘entsprechen. Wir sehen somit, daß es zu jedem Kegelschnitt- 
büschel durch P, und P, ein zweites Kegelschnittbüschel gibt, 
von dem 2 Grundpunkte durch das erste Büschel bestimmt 
sind. Wir nennen die beiden Kegelschnittbüschel konjugiert. 

Die Punkte A, B, 8, T bilden eine Punktinvolution mit den 
Doppelpunkten A und B. Projiziert man dieselbe aus dem 
SchnittpunkteC von PA, P,und X Y, so erhält man hierdurch eine 
Strahleninvolution mit den Doppelstrahlen CA und ÜB. Gehen 
wir nun auf die Cyklographie zurück, so treten an die Stelle 
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von OA und CB die beiden durch C gehenden Minimalgeraden, 
die Strahleninvolution durch (© wird also eine rechtwinklige, 
d.h. es ist PA P,LXT, was sein muß. 

“In jedem Kegelschnittbüschel gibt es immer 3 zerfallene 
Kegelschnitte; 2 derselben haben wir bereits als Bilder der 
Schnittpunkte des abzubildenden Kegelschnitts mit der Bild- 
ebene gefunden. Der dritte zerfallene Kegelschnitt ergibt sich 
als Bild der 2 Schnittpunkte des Kegelschnitts mit der Ebene 
von k. Diese 2 Punkte liefern wegen der harmonischen Lage 
nur 1 Kegelschnitt, der jedoch mit 2 verschiedenen Sinnen 
versehen ist, er ist dargestellt durch AP und P,P, im kon- 
jugierten Büschel durch AB und XY. 

Die Frage, was für Arten von Kegelschnitten in einem 
Büschel auftreten, beantwortete Möbius mit Hilfe des bary- 
centrischen Oaleuls?): Je nachdem die 4 Grundpunkte so liegen, 
daB jeder derselben außerhalb des durch die 3 anderen ge- 
bildeten Dreiecks liegen, so gibt es in dem Kegelschnittbüschel 
2 reelle Parabeln, im anderen Falle sind es 2 imaginäre, das 
eine Mal sind dann die Kurven Hyperbeln und Ellipsen, das 
andere Mal nur Hyperbeln. Liegen die 4 Grundpunkte so, dab 
sie ein Dreieck und dessen Höhenschnittpunkt bilden, so sind 
sie lauter gleichseitige Hyperbeln (s. Steiner-Schröter, p. 254°). 

Den 2 reell oder imaginär auftretenden Parabeln werden 
im Raum 2 bestimmte Punkte entsprechen, und zwar werden 
diese Punkte spezielle Punkte des dem Kegelschnittbüschel 
entsprechenden Kegelschnittes sein. Es ist zu vermuten, dab 
diese speziellen Punkte die unendlich fernen Punkte des Bild- 
kegelschnitts sind; wir werden später sehen, daß die Zahl der 
in einem Kegelschnittsystem auftretenden Parabeln mit der 
Zahl der unendlich fernen Punkte des entsprechenden Gebildes 
übereinstimmt. Es würden also den unendlich fernen Punkten 
im Bild Parabeln entsprechen. 


1 A. F. Möbius, Barye. Caleul, $ 253—254, Leipzig 1827. 
2 J. Steiner, Vorlesungen über synthetische Geometrie; 2. Teil: 
Die Theorie der Kegelschnitte gestützt auf projektive Eigenschaften, bearb. 
v. H. Schröter, 3. Aufl, durchgesehen v. R. Sturm, Leipzig 1898. 
Kleinschrodt. ) 
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Bei allen Untersuchungen ist es unberücksichtigt geblieben, 
ob alle 4 Grundpunkte reell sind oder nur 2, ferner ob die 
Schnittpunkte des Bildkegelschnitts mit der Ebene von % reell 
sind oder nicht. Alle diese Fälle liefern nichts Neues, die 
Untersuchung ist genau dieselbe wie oben, nur sind bei 2 reellen 
Grundpunkten auch 2 zerfallene Kegelschnitte imaginär. Die 
Gerade dagegen, auf der die 2 imaginären Punkte liegen, wird 
reell, ebenso der Ort der Pole aller Kegelschnitte in Beziehung 
auf AB, d.h. die konjugierte Gerade zu AB. Das zu einem 
solchen Kegelschnittbüschel kon- 
jugierte Büschel hat, wie aus dem 
allgemeinen Fall leicht ersichtlich 
ist, ebenfalls nur 2 reelle Grund- 
punkte. | 

Fallen die beiden Punkte P, 
und 7, zusammen, so gibt es oo? ( 
Kegelschnitte, welche durchA4, B 
und den Doppelpunkt P, gehen; 
das entsprechende Gebilde im Raum 
ist, wie wir früher schon gesehen 
haben, der betreffende Kegel. 

Wir wollen nun durch RP, 
eine beliebige Ebene legen und Fig. 7. 
erhalten dadurch als Schnitt mit 
dem Kegel 2 Mantellinien, deren Projektion aus & in die Schnitt- 
linie P,C dieser Ebene mit der Bildebene fällt; P,C trägt somit 
alle Pole der Bildkegelschnitte von den beiden Mantellinien. 
Konstruiert man nun zu A, 5 und C den vierten harmonischen 
Punkt Din Beziehung auf. C, so muß, da nach der allgemeinen 
Konstruktion P, zugleich auch der Punkt X und Y und DXY 
das gemeinsame Polardreieck für alle Kegelschnitte des Büschels 
ist, die Gerade P,D die gemeinsame Tangente für alle Kegel- 
schnitte sein, welche sich durch Abbildung der 2 genannten 
Mantellinien ergeben. Diese oo! Kegelschnitte bilden wieder 
ein Kegelschnittbüschel, wir nennen es ein parabolisches Kegel- 
schnittbüschel. Diesem parabolischen Büschel ist wieder ein 


parabolisches Büschel konjugiert, und zwar berühren die Kegel- 
schnitte des konjugierten Büschels die Gerade P, 0, während 
alle Pole derselben in Beziehung auf AB auf der Geraden 
P,D liegen. 

Ziehen wir noch PA und P,B, so sind die 4 Strahlen: 
P,A, P,B, PAC und P,D 4 harmonische Strahlen, sie, ent- 
sprechen in der Oyklographie den 2 Minimalgeraden der Bild- 
ebene durch P, und zwei Geraden, welche senkrecht aufeinander 
stehen. Alle entsprechenden Strahlen P,C und P,D bilden 
eine Involution, deren Doppelstrahlen PA A und P,B sind; in 
der Cyklographie wird die Involution eine rechtwinklige, die 
Doppelstrahlen müssen also die Minimalgeraden des Punktes P, 
sein, was ja in der Tat der Fall ist. 


Da die 4 Punkte A, B, P, und P, immer auf einer Punkt- 
reihe zweiter Ordnung liegen, d. h. auf einem Kegelschnitt, so 
bilden sie 6 bestimmte Doppelverhältnisse, nämlich die Doppel- 
zarhalnısse JADE NIAB, DPA. Dyund(ABR,R,), 
(AP,P,B), (AP,BP,). Projiziert man diese 4 Punkte aus 
irgend einem fünften Punkt S, welcher auf einem Kegelschnitt 
des Büschels durch die 4 Punkte liegt, so bilden auch die 
4 Strahlen a, b, p, und p, ein Doppelverhältnis, welches gleich 
dem betreffenden Doppelverhältnis der 4 Punkte A, B, P, und 1 


1 
ist, es ist also z. B. 
DV ABER) DV (a0937,). 


Der Punkt $ kann dabei auf irgend einem Kegelschnitt des 
Büschels liegen; es gilt also der Satz, daß die Peripherie aller 
Kegelschnitte eines Büschels der geometrische Ort ist für alle 
diejenigen Punkte, welche mit den 4 Grundpunkten des Büschels 
verbunden 6 konstante Doppelverhältnisse bilden; die ent- 
sprechenden Raumpunkte für diesen Ort liegen somit nach 
früher auf einem Kegelschnitt. Dieser Eigenschaft entspricht 
in der Cyklograpbie die Lehre von den Winkelschnitten. 

Das duale Kegelschnittsystem zum Kegelschnittbüschel ist 
die Kegelschnittschnittschar, d. h. das System aller Kegel- 
schnitte, welche 4 gegebene Gerade zu Tangenten haben. Die 
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Abbildung dieses Systems für den Raum ist hier nicht möglich, 
. da alle Kegelschnitte durch die 2 festen Punkte gehen müssen. 
In ähnlicher Weise behandelt man alle anderen Kegel- 
schnittsysteme; wir wollen hier noch kurz das entsprechende 
Raumgebilde zu einigen Kegelschnittsystemen angeben: 

Die Büschelschar sich doppelt berührender Kegelschnitte 
besteht in dem System von Kurven, welche sich in denselben 
2 Punkten berühren, also 2 gemeinsame Taangenten haben; dieses 
System bildet somit den Übergang von Kegelschnittbüschel 
zur Kegelschnittschar. Betrachten wir alle Kegelschnitte, welche 
durch A und D gehen und 2 beliebige durch A und 5 gehende 
Gerade zu Tangenten haben, so finden wir, da jetzt in der 
letzten Figur die Geraden P,D und P, CO mit P,B zusammen- 
fallen, als entsprechendes Gebilde der Schnittlinie der 2 Ebenen, 
welche durch den Punkt R und durch je eine der 2 gegebenen 
Geraden gehen. Der unendlich ferne Punkt dieser Schnittgeraden 
würde sich in die einzige in diesem System vorkommende 
Parabel abbilden; der einzige zerfallene Kegelschnitt ist das 
Bild des Schnittpunktes $ unserer Geraden mit der Bildebene; 
derselbe fällt zusammen mit dem Schnittpunkt der 2 beliebigen 
Geraden, welche alle Kegelschnitte zu Tangenten haben. Von 
dem Bild des Punktes % sehen wir hier ab. Der Punkt $ ist 
der gemeinsame Pol aller Kegelschnitte in bezug auf AB, 

Ein weiteres Kegelschnittsystem, welchesSteiner-Schröter 
mit anderen Systemen als gemischte Kegelschnittsysteme be- 
zeichnet haben, ist das System & (3 p, 1 g), d. h. das System 
aller Kegelschnitte, welche durch 3 Punkte gehen, von denen 
2 die Punkte A und 5 sind, während der dritte P heiße, und 
eine gegebene Gerade g berühren. Der entsprechende Ort für 
alle Kegelschnitte, welche durch A, B und P gehen, ist ein 
Kegel, dessen Polare in bezug auf die Bildebene die Gerade 
RP ist und dessen Mantellinien mit RP und der betreffenden 
in der Bildebene durch P gezogenen Geraden PQ 4 harmonische 
Strahlen bilden; diese 4 harmonischen Strahlen müssen ferner 
einer solchen Strahleninvolution angehören, daß die von P nach 
den Schnittpunkten der Ebene durch RP und PQ mit dem 
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festen Kegelschnitt % gezogenen Geraden Doppelstrahlen der 
genannten Involution sind (s. früher!). Der entsprechende Ort 
für alle Kegelschnitie, welche die Gerade g berühren, sind die 
Sehnittmantellinien aller derjenigen Kegel, welche ihre Spitze 
in g haben und auf dieselbe Weise konstruiert werden wie 
‘oben, mit einer Ebene durch die veränderliche Gerade RM 
MC, wo MC die vierte harmonische Gerade zu MA, MB und 
MD=g ist. Da A, B und D feste Punkte sind, so ist auch 
der Punkt C konstant und folglich auch die Gerade RC. Nach 
früher schneiden sich alle diese erwähnten 
Kegel in der Ebene des Kegelschnitts %k 
nach einem Kegelschnitt Sl, welcher k be- 
rührt. Dieser Kegelschnitt $ wird von der 
Geraden RC in 2 Punkten X und Y ge- 
schnitten und durch diese 2 Punkte X und Y 
müssen somit unsere Schnittmantellinien 
gehen, sie bilden also 2 Strahlenbüschel in 
den Ebenen durch X und g und durch F 
und g. Bringen wir nun diese 2 Strahlen- 
Fig. 8. büschel zum Schnitt mit dem Kegel, dessen 
Punkte sich als Kegelschnitte durch den 
Punkt P abbilden, so erhalten wir die Gesamtheit aller Punkte, 
die Kegelschnitte liefern, welche durch A, B und P gehen und 
die Gerade g berühren, d. h. wir erhalten abgebildet das ge- 
mischte Kegelschnittsystem $(3p, 19). 

Es ist nun leicht einzusehen, daß dieser Schnitt in 2 ebene 
Schnitte zerfällt, welche in den Ebenen durch X und g und 
Y und g liegen; sie sind nichts anderes als die Schnittfiguren 
dieser 2 Ebenen mit dem zu P gehörigen Kegel, im allgemeinen 
also hier 2 Hyperbeln; welche durch X, bezw. Y gehen. Legt 
man durch P eine Ebene parallel der Ebene (X,g), so schneidet 
diese Ebene den zu P gehörigen Kegel nach 2 Mantellinien 
PE und PF; zieht man nun durch den Punkt X in der Ebene 
(X, g) die Parallelen XM, und XM,, so liefern die 2 Geraden 
die Richtungen der unendlich fernen Punkte der einen Hyperbel. 
Ebenso findet man in der Ebene (Y, g) die 2 unendlich fernen 
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Punkte der andern Hyperbel. Wenn aber die unendlich fernen 
Punkte sich als Parabeln abbilden, so finden wir, daß unser 
System S(3p, 1 g) 4 Parabeln enthält, was auch der Fall ist. 
Die Gerade g schneidet den Kegel von Pin 2 Punkten, welche 
sowohl in der Ebene (g, X), als auch in der Ebene (g Y‘) liegen, 
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also auch auf Strahlen des Büschels zu X und Y liegen. In 
diesen 2 Punkten N, und N, schneiden sich somit die beiden 
Hyperbeln (s. Fig. 9). 

Die beiden Punkte N, und N, liefern 2 zerfallene Kegel- 
schnitte und ebenso die Punkte X und Y; da aber die Punkte 
X und Y harmonisch zu den Punkten R und C liegen, so 
fallen die Bilder dieser 2 Punkte X und Y zusammen; in dem 
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gemischten Kegelschnittsystem $ (3 p, 1.9) gibt es also 3 zer- 
fallene Kegelschnitte. 

Dual zu diesem Kegelschnittsystem ist das System 8 (39. 1p); 
wir können dasselbe hier jedoch nicht behandeln, da nach 
unserer Voraussetzung alle Kegelschnitte durch die 2 festen 
Punkte A und B gehen sollen. Wohl aber können wir zu 
dem sich selbst dualen System $ (2p, 29) das entsprechende 
Raumgebilde finden. Nach dem früheren ergibt sich sofort, 
daß zu einer Geraden g, ein Punkt X, und Y, gehört, so dab 
die Strahlen der Strahlenbüschel X, und Y, in den Ebenen 
(9, X,) und (g, Y,) die Punkte tragen, welche abgebildet die 
9, berührenden Kegelschnitte liefern. Ebenso gibt es für die 
Gerade g, 2 Punkte X, und Y,, so daß die Strahlen der beiden 
Büschel X, und Y, in den Ebenen (g,X,) und (9, Y,) Kegel- 
schnitte liefern, welche g, berühren. Die Schnittlinien von je 
2 dieser Ebenen sind also der Ort der Punkte, welche im Bild 
Kegelschnitte liefern, die 9, und g, berühren und durch A 
und D gehen, also das System 8 (29, 2p) bilden. 

Betrachten wir die Schnittlinien derjenigen 2 Paare von 
Ebenen, welche durch (9,X,) und (9,X,) und durch (g, Y;) 
und (9,Y,) gehen, so müssen die 2 Schnittlinien durch den 
Schnittpunkt U’ von g, und g, gehen, sich also in dem Punkt U, 
welcher in der Bildebene liegt, schneiden. Sind ferner D, 
und D, die Schnittpunkte von g, und g, mit der Geraden AB, 
so liegen doch die Punkte, welche im Bild Kegelschnitte geben. 
die g, und g, in den Punkten D, und D, berühren, auf den 
Geraden D, X, D,Y,, bezw. D,X,. D, Y, ; diese 4 Geraden liegen 
aber in der Ebene .des festen Kegelschnitts k; D, X, und D,X, 
liefern somit einen Schnittpunkt Z’ und D,Y, und D,Y, einen 
Punkt Z“, welche mit U verbunden die beiden gesuchten Schnitt- 
linien Z’U und Z“U liefern. 

Da die Geraden X,Y, und X,Y, durch R gehen, so mub 
auch R auf Z’Z" liegen, die Geraden Z’U und Z“U projizieren 
sich also aus R in eine einzige Gerade auf die Bildebene. 

Das zweite Paar von Schnittlinien unserer 4 Ebenen liefern 


die Ebenen (g,X,), (9, Y,) und (g, Y,), (9,X,). Diese 2 Schnitt- 
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linien schneiden sich ebenfalls in U; 2 weitere Punkte Z“ 
und Z‘“ der Schnittlinien erhalten wir in den Schnittpunkten 
von D,X, mit D,Y, und D,Y, mit D,X,, und wie oben, liegen 
auch die Geraden ZU und Z“"U in einer Ebene durch R. 
Wir erhalten somit 2 Reihen von Kurven in dem System 
5 (29, 2p). 

Die Eigenschaften dieses Systems hat Poncelet in den 
Ann. de math. 11 (1821) untersucht, ich verweise hier auf diese 
Arbeit. 

Wir wollen als Spezialfall hier den Fall anführen, wo g, 
und g, durch ein zirkulares Geradenpaar gebildet werden, d.h. 
wo 9, und 9, die beiden Minimalgeraden m, und m, der Bild- 
ebene sind, welche sich in dem reellen Punkt #’ schneiden. 
Suchen wir nun auf dieselbe Weise wie oben das entprechende 
Gebilde zu allen Kegelschnitten, welche die beiden Minimal- 
geraden m, und m, berühren, so finden wir, dab hier die Punkte 
D der 2 Geraden m, und m, mit AB, ferner die Punkte X 
und Y und somit auch die Ebenen durch die Geraden m und 
den Punkten X, bezw. Y imaginär werden; das entsprechende 
Raumgebilde besteht also in imaginären Geraden. Nun aber 
ist in unserem Fall der reelle Punkt f’ nichts anderes als der 
gemeinsame Brennpunkt aller m, und m, berührenden Kegel- 
schnitte. Wir haben somit als entsprechendes Raumgebilde 
für ein Kegelschnittsystem, welches 2 Punkte und 1 Brennpunkt 
gemein hat, 4 imaginäre Gerade, welche sich in dem gegebenen. 
reellen Punkt #' schneiden, also konjugiert imaginär sind. Man 
nennt dieses Kegelschnittsystem monofokale Schar (s. Steiner- 
Geiser!). Auch diese Schar besteht aus 2 Reihen von Kegel- 
schnitten; der Ort der zweiten Brennpunkte sind die 2 konfokalen 
Kegelschnitte, welche A und B zu Brennpunkten haben und 
durch den Punkt F gehen. 

Gehen wir nun nochmals zurück auf das Kegelschnitt- 
büschel, so haben wir gefunden, daß einem Kegelschnittbüschel 


ı J. Steiner, Vorlesungen über synthetische Geometrie. 1. Teil: Die 
Theorie der Kegelschnitte in elementarer Darstellung, bearb. v.C.F.Geiser; 
3. Aufl., Leipzig 1887. 
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im Raum ein Kegelschnitt entspricht, dessen Ebene durch den 
festen Punkt R geht. Dieser Kegelschnitt. ist eine Ellipse 
oder Hyperbel, wenn die Grundpunkte im Endlichen liegen 
und nur in dem speziellen Fall eine Parabel, wenn einer der- 
selben ins Unendliche rückt; wir haben also im allgemeinen 
als entsprechendes Gebilde im Raum für ein Kegelschnitt- 
büschel einen Mittelpunktskegelschnitt. Der Punkt R ist Pol 
dieses Kegelschnitts in Beziehung auf die Schnittlinie der Bild- 
ebene mit der Kegelschnittsebene und ferner liegt, wie aus der 
Konstruktion des Kegelschnitts hervorgeht. der Kegelschnitt 
so, daß sein Mittelpunkt O0 mit $% verbunden eine der Haupt- 
achsen des Kegelschnitts wird. Ist der Kegelschnitt eine 
Parabel, so fällt der Punkt O ins Unendliche und RO wird 
Achse der Parabel. 

Drehen wir nun den Kegelschnitt um die Gerade RO, so 
entsteht eine Fläche zweiter Ordnung. Jeder Schnitt durch 
die Gerade RO liefert einen Kegelschnitt, der abgebildet ein 
Kegelschnittbüschel liefert, die ganze Fläche zweiten (srades 
liefert also oo! Kegelschnittbüschel oder ein Kegelschnittnetz. 
Alle diese Kegelschnittbüschel haben 2 Kegelschnitte gemein- 
sam, welche die Abbildung der 2 Schnittpunkte von RO mit der 
Fläche darstellen. Da aber diese 2 Schnittpunkte harmonische 
Lage in bezug auf R und die Bildebene haben, so fallen diese 
beiden Kegelschnitte zusammen, alle oo! Kegelschnittbüschel 
haben somit einen gemeinsamen Kegelschnitt. Das Kegelschnitt- 
netz besitzt aber oo! zerfallene Kegelschnitte, welche dem Schnitt 
der Fläche zweiten Grades mit der Bildebene, bezw. mit der 
Ebene des Kegelschnitts % entsprechen. Je nachdem aber die 
Fläche zweiten Grades ein Ellipsoid, Paraboloid oder Hyper- 
boloid ist, sind in unserem .Kegelschnittnetz 0, 1 oder ol! 
Parabeln enthalten, wir können also nach dieser Eigenschaft die 
Kegelschnittnetze in elliptische, parabolische und hyperbolische 
einteilen. 

Die jeweiligen Punkte P, und P,, welche als Grundpunkte 
zu einem beliebigen Kegelschnittbüschel des Netzes gehören, 
erhält man, indem man durch den gemeinsamen Kegelschnitt 8 
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in der Ebene von %k, in welchem alle Kegel sich schneiden, 
deren Bildkegelschnitte durch die Spitze des betr. Kegels gehen, 
und den zu dem beliebigen Büschel gehörigen Kegelschnitt die 
2 möglichen Kegel legt. Die Spitzen dieser 2 Kegel liegen in 
. der Bildebene und geben die Punkte P, und P,. Diese beiden 
Punkte P, und P, beschreiben bei der Drehung 2 Ellipsen in 
der Bildebene. Da aber P, nach einer Drehung von 180° in 
den Punkt P, übergeht und ebenso jeder andere Punkt der 
ersten Ellipse in einen Punkt der zweiten Ellipse, so fallen die 
beiden Ellipsen zusammen; der Ort der 2 Grundpunkte P, 
und P, ist somit eine Ellipse. 

Das duale Gegenstück zum Kegelschnittnetz ist das Kegel- 
schnittgewebe; dasselbe können wir aber hier nicht behandeln, 
da es aus lauter Kegelschnitten besteht, die 4 Gerade be- 
rühren, 

Als letztes Kegelschnittsystem betrachten wir die Gesamt- 
heit aller Kegelschnitte, welche durch die Punkte A und B 
gehen und einen in der Bildebene beliebig vorgelegten Kreis 
berühren. Nach früher ergibt sich sofort, daß alle diejenigen 
Kegelschnitte, welche den Kreis in dem Punkte P berühren, 
das Bild zweier Geraden PX und PY sind; die Punkte X 
und Y liegen in der Ebene von k auf dem festen Kegel- 
schnitt 8. Wir erhalten also sofort als Bild dieses Kegelschnitt- 
systems im Raum lauter Gerade, welche eine Regelfläche bilden; 
diese Regelfläche verbindet den gegebenen Kreis mit dem 
Kegelschnitt &. 

Zu den Erzeugenden der Regelfläche gehören auch die 
4 Tangenten von A und B aus an den Kreis, weil hier 
die Punkte X und Y mit A, bezw. mit B zusammenfallen. 
Die 4 Berührungspunkte der Tangenten von A und B aus 
teilen die Kreisperipherie in 4 Teile und je nachdem der 
Kegelschnitt 8 innerhalb oder außerhalb des Winkelraums ARB 
liegt, liefern, wie aus der allgemeinen Konstruktion ersichtlich 
ist, die Punkte des der Strecke AB zu- und abgewandten Teils 
der Kreisperipherie reelle Punkte X und Y, also auch reelle 
Erzeugende und die Punkte der andern 2 Teile imaginäre, und 


umgekehrt. Der vorgelegte Kreis und der Kegelsehnitt & 
bilden zusammen die Doppelkurve der Regelfläche, während ' 
die 4 Tangenten von A und B aus an den Kreis Rückkehr- 
kanten sind. | 

Ebenso liefern auch alle anderen Kegelschnittsysteme, 
welche irgend eine Kurve in der Bildebene berühren sollen, 
durch Abbildung in den Raum eine Regelfläche, welche die 
analogen Eigenschaften aufweist wie die oben betrachtete. Wir 
kommen also durch die Betrachtung von diesen Kegelschnitt- 
systemen zu einer bestimmten Gattung von Regelflächen. Wollen 
wir irgend eine beliebige und beliebig gelegene Regelfläche 
abbilden, so erhalten wir 0° Kegelschnitte, welche sich wohl 
in oot lineare Kegelschnittsreihen anordnen lassen, im allgemeinen 
aber kein weiteres Interesse bieten. 

Machen wir nun endlich noch den Übergang zur Oyklo- 
graphie, so ergibt sich durch einfache Überlegung, daß unsere 
oben erwähnte Regelfläche ein einmanteliges Hyperboloid wird, 
welches, da der Kegelschnitt St als Schnittfigur von bestimmten 
Kegeln mit der Ebene von k früher angegebenen Bedingungen 
entsprechen muß, ein gleichseitiges Hyperboloid ist. Die Ab- 
bildung von beliebigen Regelflächen führt auch hier zu keinen 
Kreissystemen. 


Se 
Reelle Darstellung komplexer Gebilde. 


Die Gleichung ur +vy+wz+o==0 stellt bekanntlich 
eine Ebene dar, wenn u, v, w und w reelle Größen sind. Sind 
diese Größen aber komplex und genügen sie der Bedingung: 
u+v?+w”—=0, wobei u, v und w nicht gleichzeitig ver- 
schwinden, dann ist die obige Gleichung die Gleichung einer 
Minimalebene, d. h. einer Ebene, welche den imaginären Kugel- 
kreis berührt. Diesen Kugelkreis erhalten wir als Schnitt einer 
Kugel mit der unendlich fernen Ebene; seine Gleichung ist 
also: &®+y?+z?=0. Diese Gleichung definiert aber auch 
einen Kegel, welcher vom Koordinatenanfang nach dem imagi- 
nären Kreis hin läuft. Die Tangentialebene längs einer be- 
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liebigen Mantellinie an diesen Kegel ist auch Tlangentialebene 
- an den Kugelkreis und hat die Gleichung ze + yy'+zz—=0, 
wo x'y'z' der Gleichung &'?+y’?+2'?= 0 genügen müssen. Nun 
besitzen aber alle parallelen Ebenen dieselbe unendliche Gerade, 
also geht eine Ebene von der Form ur +vy+wz + @==0 nur 
dann durch eine Tangente des Kugelkreises, wenn sie parallel 
einer Tangentialebene an den Kegel ist, d.h. wenn vv? + w?’—0 
ist. Ist diese Bedingung erfüllt, so stellt unsere Gleichung eine 
Minimalebene dar. 

Zu jeder Minimalebene gibt es eine konjugierte Ebene, 
welche erstere in einer reellen, im Enndlichen liegenden (seraden 
schneidet. Diese Gerade betrachtete nun E. Study als Trägerin 
zweier reellen Geraden, welche je mit einem bestimmten 
Richtungssinn versehen sind, und nannte sie Speere. Indem 
nun Study jeder Minimalebene einen bestimmten Speer zuwies, 
hat er eine eindeutige Zuordnung zwischen Minimalebenen und 
Speeren hergestellt und überdies kann man diese Speere als 
reelle Repräsentanten der Minimalebenen ansehen, Parallele 
Minimalebenen haben somit parallele und gleichgerichtete Speere 
oder syntaktische Speere zu Repräsentanten und jedes System 
von syntaktischen Speeren definiert einen bestimmten Punkt 
des Kugelkreises. 

Ist nun P ein komplexer Punkt mit den rechtwinkligen 
Koordinaten (@a+ra', b+b', c+ic‘), so kann man denselben 
reell darstellen durch den Pfeil [44A’], d.h. durch die reelle 
Strecke mit dem Anfangspunkt A(abc) und dem Endpunkt 
A'(a-+ a‘, b+b‘, c+c‘). Der konjugiert imaginäre Punkt Pzu P 
ist dann offenbar durch den Pfeil [AA] definiert, wo A“ die 
Koordinaten (a— a‘, b—b', c—c‘) hat; es ist also A die Mitte 
von AA", 

P läßt sich aber auch durch andere reelle Gebilde dar- 
stellen: Konstruieren wir nämlich durch A eine Ebene | 44“ 
und beschreiben wir in dieser Ebene aus A einen Kreis mit 
Radius AA‘=r, so können wir auch diesen Kreis als Repräsen- 
tanten von P, bezw. P ansehen, je nachdem dieser Kreis von 
A’, bezw. A“ aus gesehen, positive Umlaufsrichtung hat. 


Endlich gibt es noch eine dritte reelle Darstellung eines 
komplexen Punktes: Da die Richtungskosinusse u, v, w nur 
der Bedingung u? +v?+w?—=0 unterworfen sind, so gibt es 
durch .P oo? Minimalebenen zu denen oo? Speere gehören. Wir 
nennen diese oo? Speere einen Speercyklus, und da er zu P 
gehört, kurz den Cyklus P. Ist insbesondere P reell, dann 
wird der Cyklus P identisch mit dem durch P gehenden Speer- 
bündel. Da aber P auch durch den Pfeil |A_A‘] definiert ist, 
so können wir auch von dem Cyklus [4 A’Jreden. E.von Weber 
hat gezeigt, daß durch jeden reellen Punkt 2 Speere des Cyklus 
gehen. 

Diese Begriffe genügen, um alle komplexen Gebilde durch 
sie reell auszudrücken. 

Eine nieder-imaginäre Gerade g, d.h. eine komplexe Gerade, 
welche den Kugelkreis nicht schneidet, einen reellen Punkt 
besitzt und in einer reellen Ebene liegt, ist Trägerin von 
2 Minimalebenen welche durch sie hindurchgehen, wird also 
repräsentiert durch die beiden Speere, welche diesen Ebenen 
entsprechen; diese beiden Speere schneiden sich in dem reellen 
Punkt von g. 

Besitzt 9 keinen reellen Punkt, so nennt man die Gerade 
hoch-imaginär; in diesem Falle schneiden sich die beiden Speere 
nicht. Ebenso spricht man von hoch- und nieder-imaginären 
Minimalgeraden, je nachdem die Anfangspunkte und Endpunkte 
der Pfeile, welche zu den co? komplexen Punkten einer solchen 
Geraden gehören, 2 parallele Ebenen erfüllen, oder zusammen- 
fallen, d. h. nur 1 Ebene bilden. Wir repräsentieren deshalb 
eine hoch-imaginäre Minimalgerade durch einen Speer und einen 
auf ihm liegenden Pfeil, während eine nieder-imaginäre Minimal- 
gerade durch einen Speer und den auf der Geraden liegenden 
Punkt dargestellt wird. 

Die reelle Darstellung einer komplexen Ebene, welche 
nicht Minimalebene ist, ist nun leicht anzugeben; wir benützen 
hierzu die in jeder komplexen Ebene liegende reelle Gerade 
und das reelle Symbol eines in ihr liegenden komplexen 
Punktes. 
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Daß wir mit Hilfe dieser Festsetzung alle komplexen Ge- 
bilde durch reelle Kreise in unserer Bildebene darstellen können, 
ist klar; es möge jedoch diese Betrachtung hier unterdrückt 
werden. 


8 4. 
Die Cayleysche Kreisgeometrie. 


In der Oyklographie entsprach jedem reellen Punkt ein 
reeller Kreis und jedem imaginären Punkt ein imaginäer Kreis. 
Cayley änderte nun diese Voraussetzung: 


A, Del 
in der Weise ab, daß er setzte: 
NE = 


Es entspricht so jedem reellen Punkt ein imaginärer Kreis, 
dessen Mittelpunkt reell ist, während der Radius einen rein 
imaginären Wert hat; jedem komplexen Punkt ist im allgemeinen 
auch ein imaginärer Kreis mit imaginärem Mittelpunkt, aber 
reellem Radius zugeordnet. 


Es frägt sich nun, ob nicht auch diese Art von Kreis- 
geometrie als Spezialfall einer Kegelschnittsgeometrie betrachtet 
werden kann, bei welcher alle Bildkegelschnitte durch 2 feste 
Punkte A und D gehen. Dies ist jedoch nicht der Fall, da 
die imaginären Kreispunkte anderes Verhalten zeigen als endliche 
Punkte. Ich komme am Ende dieses Kapitels nochmals darauf 
zurück. 


Die Voraussetzungen der Oayleyschen Kreisgeometrie 
ordnen jedem Raumpunkt einen Kreis zu, und zwar wird diese 
Beziehung umkehrbar eindeutig, sobald wir jedem Bildkreis 
einen positiven oder negativen Drehungssinn beilegen oder den 
Radius r uns mit einem Vorzeichen versehen denken. In der 
Cyklographie war durch jeden Punkt und dessen zugehörigen 
 Bildkreis ein gleichseitiger Kegel bestimmt. Hier haben wir 
etwas Ähnliches: wir können nämlich jeden Punkt als die 
Spitze eines Kegels von Minimalgeraden betrachten. Sind xyz 
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die laufenden Koordinaten und XYZ die Koordinaten der 
Spitze eines solchen Kegels, so ist die Gleichung desselben 
bekanntlich: X 4+(y-Y)+Z°=0. 

Diese Gleichung stellt gleichzeitig eine Nullkugel vor, dessen 
Mittelpunkt XYZ ist. Schneiden wir nun diesen Kegel mit 
der Ebene z=0, d.h. mit der Bildebene, so hat der Schnitt- 
kreis die Gleichung: 


(2 _ X + (y— PP +20. 


Der Mittelpunkt dieses Schnittkreises hat also die Koordinaten 
X und Y und den Radius Z, er ist also identisch mit dem 
Bildkreis des Punktes (XYZ). Jeder Punkt hat als Abbildung 
einen imaginären Kreis mit Ausnahme aller derjenigen Punkte, 
welche in der Bildebene selbst liegen. 

Betrachten wir das Bild einer Geraden, so ist einleuchtend, 
daß die Mittelpunkte aller Bildkreise eine (Gerade erfüllen, 
welche reell ist, während die 2 gemeinschaftlichen Tangenten 
an alle Kreise imaginär sind, sich aber in dem Schnittpunkt 
unserer Geraden mit der Bildebene reell schneiden, somit 
konjugiert komplex sind. 

Liegen 2 Punkte auf einer Minimalgeraden, dann gehört 
zu jedem dieser Punkte eine Nullkugel oder ein Minimalkegel, 
die sich längs der Minimalgeraden berühren; die 2 Bildkreise 
dieser Punkte berühren sich somit in dem Punkte, in welchem 
die Minimalgerade die Bildebene trifft. Außer diesen 2 Kreisen 
berühren sich aber auch die Bildkreise aller auf unserer 
Minimalgeraden liegenden Punkte in diesem einen Punkt. 
Ziehen wir in demselben Punkt, der imaginär ist, die gemein- 
same, imaginäre Tangente, so stellt diese die Abbildung des 
‚ unendlich fernen Punktes unserer Minimalgeraden, also einen 
Punkt des unendlich fernen Kugelkreises dar. Wir sehen also, 
daß die Minimalgeraden den unter 45° geneigten Geraden in 
unserer ersten Methode entsprechen. 

(Genau dieselbe Analogie besteht bei der Abbildung einer 
Ebene zwischen unserer jetzigen und der früheren Methode. 
Ist insbesondere unsere Ebene eine Minimalebene, so kann 
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man sich dieselbe auch durch einen Strahlenbüschel ersetzt 
denken, dessen Zentrum der Berührungspunkt der Ebene mit 
dem Kugelkreis ist und dessen Strahlen somit lauter Minimal- 
gerade sind. Wir erhalten in diesem Falle ein System von 
Bildkreisen, welche alle die Spur der Minimalebene in der 
Bildebene berühren, analog den Bildkreisen einer unter 45° 
geneigten Ebene in Kapitel I. 


Fig. 10. 


Eine Kurve heißt Minimalkurve, wenn alle Tangenten, 
welche wir an dieselbe ziehen können, welche also die Kurve 
einhüllen, Minimalgerade sind oder eine Minimaldeveloppabele 
bilden. Jede beliebige Ebene schneidet die unendlich ferne 
Ebene nach einer Geraden. Betrachten wir diese Gerade als 
Polare in bezug auf den unendlich fernen Kugelkreis, so ist 
nach den Sätzen der synthetischen Geometrie der dazugehörige 
Pol der .unendlich ferne Punkt aller auf der gegebenen Ebene 
errichteten Normalen. Berührt nun die Ebene den Kugelkreis, 
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d. h. ist sie eine Minimalebene, dann fallen die Normalen 
dieser Minimalebene in diese Ebene selbst hinein, da der Pol 
in der Ebene liegt. Umgekehrt ist jede Gerade, welche den 
Pol mit einem Punkt der Ebene, deren Schnittlinie die Polare 
ist, verbindet, eine Normale dieser Ebene, also auch jede 
Gerade durch den Berührungspunkt einer Minimalebene mit 
dem Kugelkreis. 

Es sei nun M eine Minimalkurve, P ein Punkt derselben, 
ferner 7’ die Tangente in Pan M, p der Schnittpunkt von 
T mit der Bildebene und c die Schnittkurve der Minimal- 
‚developpabelen, deren Tangente in p wir £ nennen, dann ist 
die Ebene (£7') eine Minimalebene, da sie 2 unendliche nahe 
Minimalgeraden enthält, die sich in P schneiden. Diese Ebene 
berühre den Kugelkreis in N, es ist also nach oben jede Gerade 
durch .N eine Nermale zur Ebene (7%). insbesondere also 
auch 7. Da aber eine Normale senkrecht auf jeder in der 
betreffenden Ebene liegenden Geraden steht, so ist T | t. 
Projizieren wir jetzt die ganze Figur orthogonal in die Bild- 
ebene, so ist auch n | £, wenn n die Projektion von T ist. 
Alle Tangenten 7 an eine Minimalkurve gehen somit durch 
Projektion in Gerade über, welche die Schnittkurve c senkrecht 
schneiden; durch ce und p ist also die Projektion n einer solchen 
Tangente bestimmt. Bilden wir nun die Minimaldeveloppabelen 
in unsere Bildebene ab. so gibt jede derselben ein Kreissystem, 
welches ce berührt; die Mittelpunkte der Kreise aller solchen 
Systeme liegen auf der Normalen von c. Da die Gesamtheit 
aller Developpabelen eine Minimalfläche bildet, so haben wir den 

Satz: Die Abbildung einer Minimalfläche besteht in 
Kreisen, welche sämtlich die Schnittkurve dieser Fläche mit 
der Bildebene berühren, während die Mittelpunkte dieser Kreise 
auf den Normalen der Schnittkurve liegen. 

Nebenbei finden wir, daß die Orthogonalprojektion der 
Kurve M die Evolute der Schnittkurve c ist. 

Ist nun: umgekehrt e in der Bildebene gegeben, so gibt 
es immer eine Fläche, welche die Kurve c und den Kugelkreis 
enthält, also eine Minimalfläche ist. Die Evolute von ce kann 

Kleinschrodt. B) 
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man finden, und diese liefert rückwärts die Minimalkurve M. 
M ist aber die Rückkehrkurve unserer Fläche, also finden wir, 
daß die Rückkehrkurve einer Minimalfläche eine Minimalkurve 
ist. Bilden wir die Kurve M ab, so geben uns ihre Bildkreise 
die Krümmungskreise der Kurve c, wir können deshalb die 
Kurve c als das Bild der Minimalkurve M bezeichnen. 

Ist unsere Minimalkurve M .eine Minimalgerade, so tritt 
an Stelle von ce der Schnittpunkt der Geraden mit der Bild- 
ebene und durch diesen Punkt gehen, wie wir früher schon 
gesehen haben, sämtliche Bildkreise unserer Minimalgeraden. 
Dieser Schnittpunkt oder dieses Linienelement bestimmt mit 
der Minimalgeraden eine Ebene, und zwar eine Minimalebene. 
Wir bezeichnen ganz analog dieses Linienelement als das Bild 
der Minimalgeraden. | 

Ist uns nun eine beliebige Kurve Z im Raum gegeben, 
welche keine Minimalkurve ist, so besteht das Bild derselben 
auch in einem System von Kreisen, welche von einer Kurve / 
umhüllt werden. Die Bildkreise von ZL sind jetzt aber keine 
Krümmungskreise von /; dies ist nur der Fall, wenn 2 un- 
endlich nahe Bildkreise sich berühren, die dazugehörigen Punkte 
im Raum also auf einer Minimalgeraden liegen, d. h. wenn die 
Tangenten von ZL Minimalgerade sind, Z selbst also eine 
Minimalkurve ist. 

Eine Regelfläche mit Minimalgeraden als Erzeugenden hat 
als Bild oo! Linienelemente in der Ebene. Diese Linienelemente 
werden aber im allgemeinen beliebig in der Ebene liegen und 
nur dann einen Verein bilden, wenn 2 unendlich nahe Linien- 
elemente vereinigte Lage haben. Sind 9 und g, 2 unendlich 
nahe Erzeugende, dann ist das Linienelement von g nach unserer 
Definition identisch mit dem Schnittpunkt von g mit der Bild- 
ebene; die Gerade aber, auf der das Linienelement liegt, ist 
die Schnittlinie der durch 9 gehenden Minimalebene mit der 
Bildebene. In dieser Minimalebene liegt aber auch der un- 
endlich ferne Punkt von g, und die 2 Linienelemente fallen 
nur dann zusammen, wenn 9 und g, in einer Ebene liegen. 
Die oo! Linienelemente stellen also nur dann einen Verein dar, 
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wenn 2 unendlich nahe Minimalgerade in einer Ebene liegen, 
d.h. sich schneiden, wenn also die Regelfläche eine abwickel- 
bare Fläche ist. 
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Kreisbüschel und Kreisnetze in der Cayleyschen Kreisgeometrie. 


Wir haben in der Oyklographie gesehen, daß die Kreis- 
büschel durch die Abbildung der Punkte von gleichseitigen 
Hyperbeln entstehen; als Gleichung dieser Hyperbeln fanden 
wir beim. Kreisbüschel mit reellen Grundpunkten: 


(e=r’+y 

\e a 
und beim Kreisbüschel' mit imaginären Grundpunkten oder mit 
Nullkreisen (2 r?+2? 

\y—0. 


Setzen wir nun für 2 den Wert iz, so erhalten wir offen- 
bar diejenigen räumlichen Gebilde, welche in unseren jetzigen 
Betrachtungen den Kreisbüscheln entsprechen. Aus dem ersten 
Gleichungspaar wird somit: 


(—2’=r’+y? 
\ z—0 


— y? 


oder ng 
\ 0, 


Dies ist die Gleichung eines imaginären Kreises, welcher in 
YZ-Ebene liegt und dessen Mittelpunkt der Koordinatenanfang 
ist. Schreiben wir die Gleichung y„?+2?—=— r? in der Form 
I) y? = —2— 2, 
so sehen wir sofort, daB y und z nicht gleichzeitig reell sein 
können. 

Setzt man 2=1{£, dann wird aus obiger Gleichung: 

y? — 2 —r® 
d.h. y wird nur dann reell, wenn £>r ist. Ist dies aber der 
Fall, dann werden die Bildkreise solcher Punkte unseres imagi- 


nären Kreises reelle Kreise; ihre Mittelpunkte liegen auf der 
| & 
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Y-Achse und ihre Radien sind r—= t2|=|1?l/\—=£. Ist speziell 
£=r, dann wird y—=0 und wir erhalten für die Schnittpunkte 
der Z-Achse mit dem imaginären Kreis Bildkreise, welche den- 
selben Mittelpunkt, den Punkt OÖ, und denselben Radius r—{£, 
dagegen ungleichen Drehungssinn haben. 

Unsere Gleichung I ist aber auch befriedigt, wenn % 
imaginär ist; wir setzen deshalb „= in, dann wird aus unserer 
Gleichung: 


In dieser Gleichung kann z nur dann reell sein, wenn 7 > r ist. 
Ist „=r, so erhalten wir die Tatsache, daß die Schnittpunkte 
des imaginären Kreises mit der Y-Achse, die ja imaginär sind, 
Bildkreise haben, welche den Radius OÖ besitzen. Alle diese 
Punkte unseres imaginären Kreises, bei denen n7'> r ist, liefern 
also Bildkreise mit imaginärem -Mittelpunkt und Radius. 

Ist endlich ©&<r undn<r, so ist Gleichung I nur durch 
imaginäre Werte von y% und z befriedigt, diese Punkte liefern 
also Bildkreise mit imaginärem Mittelpunkt, aber reellem Radius. 

Da nun unsere Kreise ein elliptisches Büschel bilden, so 
müssen alle Kreise durch 2 feste Punkte gehen; welches sind 
diese ? | 

Wir haben gesehen, daß den Schnittpunkten der Z-Achse 
mit dem imaginären Kreis mit der Gleichung I reelle Kreise 
entsprechen, welche beide die Gleichung haben: 


Bry?zer?, 

Dieser Kreis schneidet die X-Achse in den Punkten M 
und M’ mit den Koordinaten (+r, 0) und (—r, 0). Die 
imaginären Nullkreise, welche den Schnittpunkten unseres 
imaginären Kreises I mit der Y-Achse entsprechen, haben die 
Gleichungen: 22-4 (yFir)®—=0 oder 

eHYILpıry—r?—=0. 

Diese 2 Gleichungen werden aber durch die Koordinaten 
von M (+r,0) und M' (—r, 0) befriedigt, d.h. die 2 reellen 
Punkte M und M’ gehören den 2 Nullkreisen, die imaginär 
sind, an, sie gehören somit allen Kreisen unseres elliptischen 


u 


Büschels an und sind mithin die Grundpunkte desselben. Für 
dieses Kreisbüschel gelten nun die analogen Untersuchungen 
wie früher. 


Aus den Gleichungen für das hyperbolische Kreisbüschel 
in Kapitel I erhalten wir durch Vertauschen von z mit iz: 


I iR Ke uah 


d.h. das räumliche Gebilde, dessen Punkte ein hyperbolisches 
Kreisbüschel im Bilde liefern, ist ein reeller Kreis in der 
XZ-Ebene um den Ursprung. Zu allen Punkten der X-Achse, 
welche zwischen den beiden Spurpunkten M und M’ liegen, 
gehört ein reeller Wert von z, also ein imaginärer Bildkreis; 
dagegen sind alle Punkte der X-Achse außerhalb der Strecke 
MM‘ Mittelpunkte reeller Bildkreise.e M und M’ sind die 
reellen Nullkreise unseres Kreisbüschels. Um die Grundpunkte 
unseres Büschels zu erhalten, welche ja beim hyperbolischen 
Kreisbüschel imaginär sein müssen, bringen wir irgend 2 Kreise 
zum Schnitt, z.B. den Bildkreis des Punktes © (0,0, r) mit einem 
der Nullkreise: | 


y=\, 


ee? +y—=—r? 
Hr’ ty—0, 


hieraus erhält man als Koordinaten der Schnittpunkte 


c—=0 
Hera, 
die Grundpunkte sind also in der Tat imäginär. 

Es läßt sich nun wieder beweisen, daB sich die Kreise 
unserer beiden Büschel orthogonal schneiden; ebenso läßt sich 
zeigen, daB auch die anderen Eigenschaften, welche in der 
Cyklographie abgeleitet sind, in gleicher Weise hier gelten. 

Drehen wir nun unsere Kreisbüschel je um die Zentrale, 
so erhalten wir aus dem imaginären und reellen Kreis, welche 
uns die Büschel liefern, eine imaginäre bezw. reelle Kugel. 
Die Bildkreise dagegen geben uns wie früher ein Kugelbüschel 
mit reellem bezw. imaginärem Grundkreis. Bilden wir nun die 


BB a 


Punkte der imaginären bezw. reellen Kugel in die Ebene ab, 
welche senkrecht zur jeweiligen Drehachse ist, so liefert das 
Bild ein Kreisnetz mit Diametral- bezw. Orthogonalkreis. 

Zu demselben Resultat kommen wir auch, wenn wir wieder 
in den Gleichungen der Kreisnetze des letzten Kapitels ?z für 
z setzen. Wir fanden, daß dem Kreisnetz mit Orthogonalkreis 


das Hyperboloid: e4pP—=H+r+z 


und dem Kreisnetz mit Diametralkreis des Hyperboloid: 
+ pP —=—r?+2° 
entsprach; den beiden Kreisnetzen entsprechen also jetzt die 
Gebilde mit den Gleichungen: 
+ y’—=r?— 2? 3 2? +y?’+2z?—=1r? 
und @+y?—= — r?— 2° iR +yp+.?—=—r?, 
d.h. eine reelle und imaginäre Kugel. 

Wollten wir jetzt die Lehre von den Winkelschnitten 
anfügen, so würde uns diese Betrachtung nichts Neues liefern. 
Wir erhalten z. B. als Ort der Punkte, deren Bildkreise einen 
festen Kreis unter dem Winkel o schneiden, die in der Richtung 
der Z-Achse um (— Rcoso) verschobene Kugel: 


x?+y?+2°?—= R?— 2 Rız coso; 


R ist dabei der Radius des festen Kreises. (Wir gelangen zu 
dieser Gleichung dadurch, daB wir in der entsprechenden 
Gleichung der Oyklographie für z den Wert iz setzen.) 

Ebenso erhalten wir für den Ort der Punkte, deren Bild- 
kreise 2 gegebene Kreise mit den Radien r, und r, unter 
gleichen Winkeln schneiden, die Gleichung: 

5 1, r 
een Hrn 

c ist dabei die Zentrale der 2 gegebenen Kreise. 

Endlich können wir auch die oben genannte Speertrans- 
formation hier wieder benützen, um in allen Fällen eine gleich- 


artige Abbildung für die Raumpunkte zu haben. Imaginäre 
“ Punkte nämlich, welche die besondere Lage haben, daß das 
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von ihnen auf die Bildebene gefällte Lot in dieser Ebene einen 
reellen Spurpunkt hat, liefern reelle Bildkreise. Ersetzen 
wir diese Punkte durch Speere, so können wir denselben auch 
imaginäre Kreise, oder wie Herr Felix Klein sie nennt, null- 
teilige Kreise, zuordnen. 

Eine ähnliche Anwendung der Speere hat Blaschke in 
den Monatsheften für Mathematik und Physik 1910 gemacht. 
Ist nämlich 3 
ns) 
die Gleichung einer Ebene, so ist diese Ebene eine Minimal- 
ebene, wenn die Verhältnisgrößen o der Gleichung 
genügen. ie 

Sind ferner ©, (k—=0,1,2,3) die Speerkoordinaten der 
Speere einer Ebene, welche der Gleichung: 

©: +6: — er 
genügen müssen, so sind alle Speere dieser Ebene umkehrbar 
eindeutig auf die Minimalebenen des Raumes abgebildet, wenn 
man setzt: en, k=0,62) 
| Don on 
Diese Abbildung nennt man Minimalprojektion. 


Durch eine lineare Gleichung in Speerkoordinaten 
3 


313,5, —0 


0 
sind oo! Speere dargestellt, welche eine algebraische Klassenkurve 
umhüllen. Man nennt eine auf diese Weise orientierte Kurve 
einen Cykel; der Mittelpunkt eines solchen Oykels ist 
=, k=0,1, 2). 

Ist nun ,#0, so ist im reellen Falle unser Cykel ein mit 
einem bestimmten Durchlaufungssinn versehener Kreis, während 
3,0 einen eigentlichen Nullcykel darstellt. Durch die obige 
Substitution geht nun e Gleichung des Oykels über in 


2, 0,4 7350, — 0. 


Bar un? "eds 


Die Minimalprojektion bildet also alle Cykel der betreffen- 
den Ebene umkehrbar eindeutig auf die Punkte des Raumes ab: 


2, = 3, (k—0, Ale ele,, 


oder genauer auf die Minimalkegel, welche diese Punkte als 
Scheitel haben. Wir nennen % die Minimalprojektion von 2. 
Die Minimalprojektion der Punkte einer algebraischen Kurve 
besteht somit aus oo! Oykeln, deren (Gesamtheit eine Oykel- 
reihe (s. Blaschke), genannt wird. Ist diese Kurve eine 
Minimalkurve, so heißt die zugehörige Üykelreihe eine Be- 
rührungsreihe. 

Diese Minimalprojektion, die wir hier angedeutet haben, hat 
die Eigenschaft. reellen Gebilden einer Ebene im allgemeinen 
komplexe Raumgebilde zuzuordnen und umgekehrt. 

Ist die Gleichung in den Speerkoordinaten nicht linear, 
sondern. quadratisch, also von der Form: 


3 
209 Std eh 
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so nennen wir die Gesamtheit aller dieser Speere einen Hyperbel- 
cykel; es gibt 6 verschiedene Typen derselben und auf alle 
diese Oykel können wir die obige Transformation anwenden. 
Wir wollen uns jedoch hier mit diesen Bemerkungen begnügen, 
ich verweise hier auf die Lie und Kleinsche Kugelgeometrie 
(siehe F. Klein, Einleitung in die höhere Geometrie, I. Band, 
Vorlesung, gehalten im W.-S. 1892/93. 


Anmerkung. 


In $ 4 habe ich schon bemerkt, daß es nicht möglich ist, 
die Cayleysche Kreisgeometrie als Spezialfall einer Kegel- 
schnittsgeometrie, bei der alle Kegelschnitte durch 2 feste Punkte 
A und B gehen, abzuleiten. Setze ich nämlich in der Kreis- 
gleichung statt —r? den Wert -+r?, so geht der imaginäre 
Kreis auch durch die 2 unendlich fernen, imaginären Kreis- 
punkte; ändere ich dagegen nach entsprechender Umformung 
in der Kegelschnittsgleichung das Vorzeichen des Absolutgliedes, 
so geht der Kegelschnitt nicht mehr durch dieselben 2 Punkte. 


Die unendlich fernen, imaginären Kreispunkte zeigen ein anderes 
Verhalten als die Punkte A und B. 

Es gibt jedoch eine Kegelschnittsgeometrie, bei der allen 
Raumpunkten imaginäre Kegelschnitte zugeordnet sind, welche 
durch 2 feste, reelle Punkte A und B gehen. Diese Kegel- 
schnittsgeometrie ist mit der Oayleyschen Kreisgeometrie sehr 
nahe verwandt, jedoch läßt sich dieselbe nicht von der Kegel- 
schnittsgeometrie ableiten. Die imaginären Kegelschnitte mit 
reellen Koeffizienten sind: 2 konjugiert imaginäre‘ Gerade, 
imaginäre Ellipse und 2 imaginäre parallele Gerade. Diese 
Gebilde besitzen also höchstens 1 reellen Punkt und können 
‚deshalb bei unserer Abbildung nichtin Betracht kommen; es sind 
also nur Kegelschnitte möglich, deren Gleichungen imaginäre 
Koöffizienten haben. In einer Ebene gibt es aber oo!" Kurven 
zweiten Grades mit komplexen Koöffizienten, während wir nur 
&©® brauchen können. Die erhöhte Mannigfaltigkeit des 
Imaginären gegenüber dem Reellen nötigt somit zu weiteren Be- 
dingungen; dieselben seien: Der Koöffizient des Absolutgliedes 
sei rein imaginär und der Koeffizient der quadratischen Glieder 
reelle Zahlen, während die Koeffizienten von z und y sich aus 
der Bedingung bestimmen, daß der imaginäre Kegelschnitt durch 
die 2 festen Punkte A und B geht. Indem wir noch einen 
Koeffizienten, z. B. den des Gliedes xy gleich 1 setzen, haben 
wir nur noch oo? Möglichkeiten für die imaginären Kegelschnitte, 
wir können diese also mit den Raumpunkten in Beziehung 
bringen. 

Setzen wir nun an Stelle des rein imaginären Absolut- 
gliedes if den reellen Wert f, nehmen als Koäffizienten von 
x? und %? beliebige, aber reelle Werte an und setzen den 
Koeffizient von xy gleich 1, so läßt sich ein reeller Kegel- 
schnitt ÄX konstruieren, welcher durch die reellen Punkte A 
und B geht. Ist k ein reeller Kegelschnitt, der die Bildebene 
in den Punkten A und B schneidet, ferner M der Pol von AB 
in bezug auf KX und der Punkt R der Pol von AB in bezug 
auf k, so läßt sich durch X und k eine Fläche zweiten Grades 
so konstruieren, daß M der Pol der Ebene von kin Beziehung 


a, 


auf diese Fläche und somit auch R der Pol der Bildebene in 
Beziehung auf diese Fläche wird. Die Gerade RM schneidet 
diese Fläche in 2 Punkten P und P’, welche wir dem imaginären 
Kegelschnitt zuordnen. Diese Zuordnung wird eindeutig durch 
Festlegung zweier Sinne des imaginären Kegelschnitts (s. $ 1). 

Durch genau umgekehrte Konstruktion ergibt sich zu einem 
beliebigen Raumpunkt eine imaginäre. Kurve zweiten Grades, 
deren Koeffizienten die oben erwähnten Eigenschaften haben. 
Die Abbildung ist also wie in $1 und ff. 


ll. Kapitel. 


Analytische Methode der Kreisgeometrie alsSpezialfall einer 
Kegelschnittsgeometrie mittelst homogener Koordinaten. 


8 6. 


Abbildung des Raumes in die Kegelschnitte einer Ebene durch 
2 feste Punkte. 


Die Gleichung eines Kegelschnitts der X Y-Ebene ist: 
K=ar+2bey+cy+2de+2ey+f=0. 
Hat man nun 4 solche Kegelschnitte AK;—0(i—=1,2,3,4) und 
verbindet dieselben durch die Gleichung: 
62) ©, K, +%R,+2,R,+%,K,—0, 


WO 2, %9,%g,%, ganz beliebige Zahlen »sind, so stellt die letzte 
Gleichung ebenfalls eine Kurve zweiten Grades dar; die letzte 


Gleichung lautet ausführlich geschrieben: 

(+ RR + AR +Q,R,)+22ylb,z, + b,0, + b,%, + 6,%,) 

+Yy°e +5, + +%,%)+2x(d, x, + d,2,+d,0,+ d,x,) 

+2yle, 248%, +&0+ 6%) ha +++) =0 

oder: 2; +2 ay2bu; + VE; +2 2rd;c; 
ey2es; +2; =0. 


ERWEITERN 


Haben die 4 Kegelschnitte K;—=0 die Eigenschaft, daß sie 
durch 2 feste Punkte A(A,u,) und B(A,u,) gehen, so ist dies 
auch bei dem durch Gleichung (*) dargestellten Kegelschnitt 
der Fall. Wir nennen die 4 Kegelschnitte A,—0 die Grund- 
kegelschnitte. | | | 


Betrachten wir nun die 4 Größen ©, %,, x, als die 
homogenen Koordinaten eines Punktes, so können wir jedem 
Raumpunkt einen Kegelschnitt zuordnen, welcher durch eine 
Gleichung von der Form (*) dargestellt ist und welcher der 
Bedingung, durch 2 feste Punkte A und B zu gehen, genügt, 
wenn die 4 Grundkegelschnitte diese Bedingung erfüllen, was 
nach unserer Voraussetzung der Fall sein soll. 

Bei dieser Abbildungsart werden sich auch Raumpunkte 
in Parabeln und andere in zerfallene Kegelschnitte abbilden. 
Den Ort dieser Punkte erhalten wir, wenn wir die Determinante: 


Se 2b; 2 CiKi | 
2 Wa hRED DI r— (setzen. 


A — (), bezw, 


Wir sehen also, die Punkte, welche sich bei unserer Methode 
in Parabeln abbilden, liegen auf einer Fläche zweiten Grades 
und diejenigen, welche zerfallene Kegelschnitte zum Bild haben, 
auf einer Fläche dritten Grades. 


Die 4 Grundkegelschnitte X;— 0 entsprechen den Punkten 


u —% x —=0 % 0 0 
%, = X, = %, %, = 0 %, —=0 
I, = N %=%, %, —=0 
x, —0) EN x, —0 %—%, 


d.h. den Ecken des Koordinatentetraöders. 

Der Pol eines Bildkegelschnitts in bezug auf AP ergibt 
sich in dem Schnittpunkt der 2 Tangenten in A und BD an 
den Kegelschnitt, er ist also bestimmt durch die 2 Gleichungen: 


Br di 


Ch, Zn + (zu, + yA)2d%i + YymZaKı +(c+ K)Z 
+(Yy+u)2a0; + Zfixi — 0 | 

ch, 2m + (Zu, + YA) bi + ymZaCGi ++): 
+ (Y + W)ZaLı + a |) 

Wenn wir in derselben Weise eine Gerade abbilden, so 
zeigt sich, daß die Pole dieser oo! Kegelschnitte auf einer 
Geraden liegen. Dieses Resultat erhalten wir sehr einfach 
durch folgende Betrachtung: 

2 beliebige Kegelschnitte: 

KL =nrn Kt, K,+2,K, +2, X, 0 und 

B=yKhtyRtyBtykK,=0 
bestimmen ein Kegelschnittbüschel. ‚Jeder weitere Kegelschnitt 
dieses Büschels hat die Gleichung: 

8 +x8,=0 oder 

“tt try) ta try) ta try) —0, 
d.h. die dazu gehörigen Punkte im Raum liegen auf einer 
(seraden, welche durch die 2 Punkte x; und y; bestimmt ist. 
Den Schnittpunkten dieser Geraden mit der Fläche dritter 
Ordnung, bezw. mit der Fläche zweiter Ordnung entsprechen 
zerfallene Kegelschnitte, bezw. Parabeln. Wir finden also auch 
auf diesem Weg das Resultat, daB ein Kegelschnittbüschel im 
allgemeinen 3 zerfallene Kegelschnitte und 2 Parabeln besitzt. 
Da die Beziehungen zwischen Raumpunkten und Kegelschnitten 
umkehrbar eindeutig sind, so erhalten wir auch als Bild einer 
(reraden ein Kegelschnittbüschel, es liegen also die Pole aller 
Bildkegelschnitte einer Geraden auf einer Geraden. 

Je nachdem sich die 2 Kegelschnitte £&, —=0 und 8, —0 
in 2 reellen, 2 zusammenfallenden oder 2 imaginären Punkten 
außer A und B schneiden, erhalten wir ein Kegelschnittbüschel 
mit 4 reellen, 3 reellen, wovon einer ein Doppelpunkt ist, oder 
2 reellen und 2 imaginären Grundpunkten. 

Betrachten wir noch die Abbildung einer Ebene, so können 
wir dieselbe durch ein Strahlenbüschel entstanden denken. 
Jeder Strahl gibt abgebildet ein Kegelschnittbüschel und alle 


diese Kegelschnittbüschel haben einen Kegelschnitt, nämlich 
denjenigen, welcher dem Zentrum des Strahlenbüschels entspricht, 
gemeinsam. Wir nennen die Gesamtheit aller dieser Kegel- 
schnitte ein Kegelschnittnetz; ein Kegelschnittnetz besteht also 
aus oo! Kegelschnittbüschel, welche einen Kegelschnitt gemein- 
sam haben. Da wir aber jeden Punkt der abzubildenden Ebene 
als Zentrum des Strahlenbüschels betrachten können, so können 
wir auch jeden Bildkegelschnitt bei entsprechender Anordnung 
aller Kegelschnitte in Kegelschnittbüschel als gemeinsamen 
Kegelschnitt bekommen. 


Um ferner die entsprechenden Gebilde zu den in Kapitel I 
noch erwähnten Kegelschnittsystemen zu erhalten, wollen wir 
zunächst das entsprechende Gebilde aller Kegelschnitte be- 
stimmen, welche eine vorgelegte Gerade Ar + By— 1=0 
berühren. 


Alle Kegelschnitte, welche eine Gerade in einem festen 
Punkt ? berühren, bilden nach früher ein Kegelschnittbüschel, 
bei welchem 2 Grundpunkte zusammenfallen. Lassen wir diesen 
Berührungspunkt P auf der gemeinsamen Tangente sich be- 
wegen, so erhalten wir zu jedem Punkt P ein Kegelschnitt- 
büschel, bei dem P 2 zusammenfallende Grundpunkte darstellt. 
Zu allen diesen Büscheln gehört aber die Tangente in Ver- 
bindung mit der Geraden AB als zerfallener Kegelschnitt, alle 
Kegelschnittbüschel bilden somit ein Kegelschnittnetz. Das 
entsprechende Raumgebilde ist also eine Ebene; in dieser 
Ebene bilden alle Gerade, welche den oo! vielen Kegelschnitt- 
büscheln entsprechen ein Strahlenbüschel, dessen Zentrum auf 
der früher genannten Fläche dritten Grades liegt. 


Zu demselben Resultat gelangen wir auch analytisch: 
‚ &n seien die Koordinaten des veränderlichen Berührungspunktes; 
die Gleichung der Geraden sei wieder: 


(1) Ac+By—1=0. 


Die Tangente im Punkte (&n) an einen Kegelschnitt des 
Büschels ist: | 


Bit... 


oder: 


(2) er EIb,x, + N&0,;%, + Le,X, ee 
— (24,2, 4+n2e,%,+&f,%,) ET. 


woraus man durch Identifizierung mit ea (1) die 
2 Gleichungen erhält: 

3) — Alk2d; +72; + fi) = Ei +2 + Zn 
(4) — B(E rd; + 72% + fi) = E24 GH + 2a + 28. 

Endlich gilt noch 
(5) AE+Bn—1=0. 

Eliminiert man aus den Gleichungen (3), (4) und (5) die 
Größen & und n, so erhält man eine lineare Gleichung in den x,, 
d. h. der Ort der Punkte, welche abgebildet Kegelschnitte 
liefern, die eine Gerade berühren, ist eine Ebene; wir erhalten 
somit dasselbe Resultat. 

Mit diesen Hilfsmitteln ist es jetzt nicht mehr schwierig, 
zu allen in Kapitel I aufgezählten Kegelschnittsystemen die 
entsprechenden Raumgebilde zu finden. 


SSERTE 
Spezialisierung der Voraussetzungen und Abbildung der einfachsten 
Raumgebilde in die Kreise einer Ebene. 

Wir wollen nun die Voraussetzungen des letzten $ in der 
Weise abändern, daß wir an Stelle der Punkte A und B die 
imaginären Kreispunkte der Bild- oder XY-Ebene setzen, 
wodurch sich alle Kegelschnitte in Kreise verwandeln. Die 
Gleichung eines Kreises in der X Y-Ebene läßt sich in der Form 

K=2?+y?— 2ax — 2by+p=0 
darstellen. Hat man 4 solche Kreise und verbindet man 
dieselben durch die Gleichung 

Kr + KR, +%, RK, =), 
WO X, %,%,2, ganz beliebige Zahlen sind, so stellt diese Gleichung 
ebenfalls einen Kreis in der XY-Ebene dar; wir erhalten sofort 
aus der letzten Gleichung die folgende: 


| (+ y)20% — 22a; +y2b;%;) Et URN 


oder | 
[e 2 2%;\? ( E Se)- En TIP, 
2%; >, (22;)? we 
Die Mittelpunktskoordinaten sind also: 
A Se und — BE 


während der Radius 
_ Es)’ + Em)’ — 22%, 


ry? > 
(2%) 
ist, oder wenn wir den Zähler mit R..„ bezeichnen: 
yi — Me 
(2’2,)? 


Rechnen wir R,.„ aus, so finden wir als Koöffizient von x;%% 
einen Ausdruck, welchen wir mit r;.—=1rx; bezeichnen wollen; 


BE 1 2 la bibr) — (Pit pe). 
Aber Y% = 4° + bi — pi, somit 
Yık=ri + Tr? — (ii — ax)? — (db; — by), also 
Se EN IE DYn Ki 


Betrachten wir die 4 Kreise K,, X,, K, und K, als die Grund- 
kreise unserer Bildebene, so können wir jeden anderen Kreis 
dieser Ebene durch diese ausdrücken; seine Gleichung hat 


sis Form; RR KR FSK ASK — 0. 


Indem wir nun diese 4 Parameter als die homogenen Koor- 
dinaten eines Punktes im Raum ansehen, haben wir eine ein- 
eindeutige Zuordnung zwischen den Raumpunkten und den 
- Kreisen einer Ebene hergestellt. Es ist leicht einzusehen, daB 
die 4 Grundkreise den 4 Ecken des Koordinatentetraeders 
entsprechen. 

Die Punkte der Bildebene können wir als Nullkreise in 
unsere Betrachtung einführen und finden dann als Ort der diesen 


Vgl.K.Doehlemann, Geometrische Transformationen II, Sammlung 
Schubert; S. 82—84. 
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Nullkreisen entsprechenden Punkte eine Fläche 2. Grades; 
wir erhalten dieselbe, indem wir 

Ns Re Dr. > 0 Beizen: 
Ohne Beweis gebe ich hier an, daß diese Fläche ein Rotations- 
paraboloid ist; den Grund hierfür gibt uns Kapitel IV. Jeder 
Kurve der Bildebene entspricht also eine Kurve auf der Fläche 
R;2=0 und umgekehrt. 

Bilden wir eine Kurve nten Grades, die auf R.„=0 liegt, 
ab, so erhalten wir in der Bildebene eine Kurve nt®® Grades als 
entsprechendes Gebilde, während einer Kurve n!'e" Grades der 
Bildebene eine Kurve 2 nten Grades auf der Fläche R,x=0 
entspricht. Die Abbildung der Punkte von R,„ in die Ebene 
ist nicht umkehrbar eindeutig. Jedem Punkt der Ebene ent- 
sprechen 2 Punkte auf Rzx=0, dagegen jedem Punkt auf 
R,;.=0 nur ein Punkt in der Ebene. Es ist jedoch klar, daß 
zu. jeder Punkttransformation in der Ebene eine bestimmte 
Transformation im Raum gehört, welche alle Punkte unserer 
Fläche in Punkte überführt, welche wieder auf R2x==0 liegen. 

Es gibt auch Punkte auf A. 0, welche mit den ihnen 
entsprechenden Nullkreisen zusammenfallen: Diese Punkte 
müssen natürlich auf dem Schnittkegelschnitt von R,2=0 mit 
der Bildebene liegen; © x,x, x, seien die Koordinaten eines 
solchen Punktes, dann muB die Gleichung des dazugehörigen 
Kreises sein: | 

wear. KK, +, 

wo die Koordinaten des Mittelpunktes gegeben sind durch: 
MH” +4,09 +0,08 +4,% VE db, +5,%, +5,20, +6, 
+2 +80 4% x +2, +2, +8 
Diese Koordinaten M und N müssen aber denselben Punkt 
darstellen wie die homogenen Koordinaten x x,x,x/,; wir 
transformieren deshalb diese homogenen Koordinaten in recht- 
winklige und erhalten: 


06, +a,%, +0,%, + 0,8 a 
0,0% +0, 40,05 +0, 
y— Ba +ßo8% + B3%5 + PR 

4,0, +0,30, + da, +d,az’ 


AO 


wo die a, ß, und d,; die Unterdeterminanten der aus den 
Koöffizienten der 4 Koordinatenebenen gebildeten 4reihigen 
Determinante sind. 


Die 4 Tetraöderebenen seien durch die Gleichungen: 
A;X + Biy+ 0G;2+ D; = U L 24 3, 4) 


gegeben, also ist die Determinante: 


a Ba und die aus ihren Unter- aßırı 5 
Bin B C D determinanten gebildete Gy Ps De 

s_® 33 | adjungierte Determinante: 937305 
A,B,C,D, RN 


Isteuun a ae 0, == 
= B=bh nd und 
= Bm ad een, 
aa Bm = 


oder a Pırıdı a,d,p,1 
| 022% ER b,Pa1 

Q;ß3Y3 05 0; b;P; 1 

a,ß,749; a,b,p,1 


was im allgemeinen möglich ist, und was bedeutet, daß die 
4 Grundkreise und die 4 Tetraöderebenen eine bestimmte, gegen- 
seitige Lage haben, dann kommt es vor, daß Punkte mit den 
ihnen entsprechenden Nullkreisen zusammenfallen. Die Be- 
dingung, daß diese Punkte auf dem Schnittkegelschnitt von 
Rx 0 und der Bildebene liegen, liefert dann diese Punkte. 


Eine Ebene hat in homogenen Koordinaten die Gleichung: 
U, +2,0,+2,0,+8x,U,=)0. 


Bilden wir alle Ebenenpunkte in genannter Weise ab, so ist 
klar, daß der Kreis x K, +2,K,+%,K,+x2,K, = nur dann 
ein Bildkreis eines Punktes unserer Ebene ist, wenn die x; der 
Ebenengleichung genügen. Da es ©? solche Wertsysteme gibt, 
so gibt es auch ©? Bildkreise, was mit unserer Definition über 
die Punkte einer Ebene übereinstimmt. 

Kleinschrodt. 4 
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Hat nun unsere abzubildende Ebene die spezielle Lage, 
daß sie mit einer unserer Tetra&derebenen zusammenfällt, z. B. 
mit der Tetra&derebene z,—=0, so sind die Bildkreise aller 
Punkte dieser Ebene dargestellt durch die Gleichung 


ion. 2.5, —=0, wo ru un 


keiner weiteren Bedingungsgleichung zu genügen hat. Natürlich 
gehören zu diesem Kreissystem auch die 3 Grundkreise K,, &, 
und K,. Aus der obigen Gleichung sehen wir, daß unsere 
Bildkreise ein Kreisnetz bilden; ebenso bilden die Bildkreise 
der anderen 3 Tetraöderebenen je ein Kreisnetz. 


2 beliebige Ebenen, deren Gleichungen 


| Dres, U,x,+ U,x, Od 
mV Ft V,2, + Ve od 

sein mögen, bestimmen eine Gerade; zu jedem Punkt derselben 

gehört wieder ein Kreis: K, +%,R, +, KR +%,K, =0, 
wobei die Größen x,%,2,&, den obigen 2 Gleichungen genügen 

müssen. Den Ort der Kreismittelpunkte, deren Kreise einer 

(Geraden entsprechen, erhält man aus folgenden Gleichungen: 


00% +0,%, + U, =0 
AHV, 0 + Mr 
Es müssen aber auch die Gleichungen, welche den Mittel- 
punkt jedes Kreises bestimmen, bestehen: 


(a tut +) = mL 4%, TU, +48, 
ya ta+%+2%)—=br+0,% + 6,%, + 6,%,- 


Aus diesen 4 Gleichungen kann man die Verhältnisgrößen 
%,%,%,%, bestimmen und findet dann zwischen x und % eine 
Gleichung von der Form: y=ax-+-b, d.h. der Ort der Mittel- 
punkte ist eine Gerade. Dasselbe Resultat erhält man natürlich 
auch aus: 


| 
o 


a at 


Als speziellen Fall wollen wir noch die Abbildung einer 
Geraden untersuchen, welche mit einer Kante unseres Koordi- 
natentetraäders zusammenfällt. Verbindet diese Kante z.B. die 
Ecken 1 und 2 des Tetra&ders, so ist sie durch die Gleichungen 


et 
\2,=0 


dargestellt, somit haben die Bildkreise der Kante die Gleichung 
LK LER, 0, 


wir erhalten also oo! Kreise, welche ein Kreisbüschel mit den 
Grundkreisen X, und K, bilden. Diese oo! Kreise gehören 
aber sowohl den Bildkreisen der Ebene III, als auch den Bild- 
kreisen der Ebene IV an. Da sich aber jede dieser Ebenen, 
wie wir wissen, in ein Kreisnetz abbildet, so haben wir den 
bekannten Satz, daß die gemeinsamen Kreise zweier Kreisnetze 
ein Kreisbüschel bilden. 


Ehe wir aber die Eigenschaften von Kreisbüscheln und 
Kreisnetzen genauer untersuchen, wollen wir hier noch eine 
Bemerkung anfügen. 


Bekanntlich sind die homogenen Koordinaten eines Punktes 
definiert als die Verhältnisgrößen der senkrechten Abstände 
des Punktes von den 4 Koordinatenebenen; dabei können diese 
Abstände mit beliebigen Faktoren multipliziert sein. Analog 
können wir auch eine Ebene bestimmen durch die Verhältnisse 
der Abstände, welche dieselbe von den 4 Ecken des Tetra@ders 
besitzt. Eine so definierte Ebene hat die Gleichung: 


U% HF Ug%g + UzX, + Ur, I, 


WOU,, Uy, U,, u, gleich den mit beliebigen Zahlen multiplizierten 

Abständen sind und homogene Ebenenkoordinaten heißen. 

Ordnen wir nun der durch obige Gleichung bestimmten Ebene 

den Kreis uK, +u,R,+u, RK, +u,K, =! zu, so ist auf diese 

Weise zu jeder Ebene ein bestimmter Kreis, den wir als Bild 

ansehen können, festgelegt. Ausgehend von dieser Voraus- 
4r 


setzung können wir jedes räumliche Gebilde wieder durch Kreise 
abbilden; diese Methode ist jedoch das duale Gegenstück zu 
unserer obigen, sie liefert also keine neuen Resultate. 


8 8. 


Kreisbüschel und Kreisnetz. 


Wir haben im letzten Paragraph gesehen, daB die Bildkreise 
einer Ebene unseres Koordinatentetra&ders ein Kreisnetz liefern, 
zu welchem 3 Grundkreise in jedem Falle gehören. Umgekehrt 
bestimmen diese 3 Grundkreise immer ein und nur ein Kreis- 
netz, welchem sie angehören. Es fragt sich nun, wann wir 
ein Kreisnetz mit Orthogonal- bezw. Diametralkreis haben. 
Ist R der Radius eines festen Kreises, während r der Radius 
eines Netzkreises sein soll, dann gilt für den. orthogonalen 
Schnitt dieser beiden Kreise die Gleichung: 


@e—=R?’-+r}, 
wo c die Zentrale der 2 Kreise ist. 


Da diese Gleichung für alle Kreise. des Netzes bestehen 
muß, so muB der Mittelpunkt Ö des festen Orthogonalkreises 
außerhalb jedes Netzkreises liegen; ferner müssen nach unserer 
Gleichung die Tangenten von Ü an alle Netzkreise gleich lang 
(= KR) sein; dies gilt insbesondere auch für die 3 Grundkreise, 
somit ist der Punkt Ü bestimmt als der gemeinsame Potenz- 
oder Chordalpunkt der 3 Grundkreise, welchen wir bekannt- 
lich aus der Gleichung 


KR=R,=KR,—=0 


erhalten, wenn diese die 3 Grundkreise sind. Liegt also der 
gemeinsame Potenzpunkt der betreffenden 3 Grundkreise außer- 
halb derselben, so bestimmen diese ein Kreisnetz mit Ortho- 
gonalkreis. Dieses Kreisnetz hat auch, wie es sein muß, Null- 
kreise und diese sind identisch mit den Punkten des Ortho- 
gonalkreises, sie entsprechen also Punkten der Fläche R,2=0. 
Wir erhalten diese Nullkreise als entsprechende Punkte des 
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Schnittkegelschnitts unserer Tetraöderebene mit der Fläche 
Rzx—=0. Die Punkte in der Bildebene, welche dem Schnitt- 
kegelschnitt entsprechen, liegen also auf einem Kreis. 


Liegt der Chordalpunkt aber innerhalb des Kreisnetzes, 
dann ist die Potenz der 3 Grundkreise und somit auch aller 
Netzkreise, negativ, sie ist nach der analytischen Geometrie 
gleich dem negativen Quadrat der kleinsten halben Sehne, 
welche man durch diesen Punkt in allen Kreisen ziehen kann, 
d. h. beschreibt man um den Potenzpunkt mit Radius i Potenz 
einen Kreis, so schneiden alle Netzkreise diesen zum Potenz- 
kreis symmetrischen Kreis diametral. Dieses Kreisnetz hat 
bekanntlich keine Nullkreise, die dazugehörige Tetra&derebene 
schneidet also $,2==0 nicht. Wir haben somit ein Kreisnetz 
mit Orthogonal- bezw. Diametralkreis, je nachdem die Tetra- 
&derebene, die wir abbilden R.2—=0 schneidet oder nicht, 
oder je nachdem die 3 betreffenden Grundkreise einen äußeren 
oder inneren Potenzpunkt liefern. Diese 2 Bedingungen scheinen 
sich widersprechen zu können, jedoch wir erinnern uns, daß nach 
dem vorigen Paragraph R, „== 0 von der Lage der 4 Grundkreise 
und des Koordinatentetra@ders abhängig ist; das Abhängigkeits- 
verhältnis der beiden Bedingungen ist hierdurch gegeben und 
es kann gezeigt werden, daß die eine Bedingung die andere 
‘nach sich zieht. Wir können ferner den Schluß ziehen, daß 
die Fläche Rx2=0 eine geschlossene Fläche sein muß oder 
sich nur nach einer Richtung hin ins Unendliche erstrecken 
kann (da sie nicht von allen Tetra&derebenen reell geschnitten 
werden braucht); R22=0 muB demnach ein Ellipsoid, eine 
Kugel oder ein elliptisches Paraboloid sein; letzteres ist, wie 
wir schon angedeutet haben, der Fall. 


Dem Orthogonal- bezw. Diametralkreis entsprechen im 
Raum auch Punkte; =/x,x,x, seien die Koordinaten eines 
solchen Punktes; diese finden wir mit Hilfe der Bedingung, 
daß der Bildkreis dieses Punktes die 3 Grundkreise (z.B. X, K,K,) 
orthogonal, bezw. diametral schneiden soll, also mit Hilfe der 
Gleichungen: 


ST 


zu N \  (La;a;)\” ( 55) 
@=+ B:-+rr oder: |o, 3. 1008 ya) 


ch 0)? — 2; 20 P; 
Mm TEE nn Las 
i 


20% Nb,a;\? 
@=-+K%R?’-+r? oder: [a, - + [B. — =) 
PaR 


(Das). + (2b; are 


—+ (Ex)? . 
2 2 2 ‘ Da; \” DE bie; j 
at R'+r2 oder: |, =) + (,— 5) 
La;x;)” + (2b)? — Zu; Ip; 2 2 
| u ) ar i +0+b5b:—p, 


Diese 3 Gleichungen lassen die Bestimmung der Verhält- 
nisse X&/:2%,:%,:%, zu, sie bestimmen also den gesuchten Punkt, 
Nun gehört aber zu jedem Kreisnetz, das nach unserer 
Definition die Abbildung einer Tetra&derfläche ist, ein solcher 
Punkt, wir erhalten also 4 solche Punkte, welche wieder ein Tetra- 
eder bilden, wir wollen es Polartetraäder IV, III, II, I nennen. 
Es ist nun der zu Ecke IV gehörige Kreis orthogonal (diametral) 
zu den Kreisen, die den Ecken 1,2,3 entsprechen, 

der zu Ecke III gehörige Kreis orthogonal (diametral) 

zu den Kreisen, die den Ecken 1,2,4 entsprechen, 

der zu Ecke II gehörige Kreis orthogonal (diametral) 

zu den Kreisen, die den Ecken 1, 3,4 entsprechen, 


somit ist auch der zur Ecke 1 gehörige Kreis orthogonal 
(diametral) zu den Kreisen, die den Ecken II, III, IV entsprechen, 
d.h. die Teetraöderfläche II, III, IV bildet sich in ein System 
von oo? Kreisen ab, welche den zur Ecke 1 gehörigen Bild- 
kreis orthogonal (diametral) schneiden, sie bilden also wieder 
ein Kreisnetz. Dasselbe gilt natürlich für die anderen 
Tetra&derflächen und Ecken. Zu jedem Tetraäder, das man 
als Koordinatentetra&der annimmt, gehört ein solches Polar- 
tetraöder, das eindeutig bestimmt ist, sobald man das 
erste kennt. 
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Wir haben bisher nur die Ebenen des Koordinatentetra- 
eders und dessen Polartetraäders als entsprechende Gebilde 
eines Kreisnetzes kennen gelernt; wir hatten also nur Kreis- 
netze in spezieller Lage betrachtet. Unser Kreisnetz sei nun 
durch 3 beliebige in der Bildebene liegende Kreise 8, 8, 
und S,- bestimmt. Da wir aber nach früher jeden Kreis unserer 
Bildebene durch die 4 Grundkreise ausdrücken können, so 
wollen wir setzen: 

N OA 
&=YK,+tYu&, +4 &,+y,&,=) 
en NZ 
Unser Kreisnetz hat alsdann die Gleichung: 
KHAR,+uR,—=0 oder 
try taa)R + mtr taz) Kat (+ Ay + u2)K, 
+, +Ay,tu2)K =), 


die dazugehörigen Punkte haben also die Koordinaten 


(+ Ayıt u2ı), 

d. h. sie bestimmen eine Ebene. Wir haben somit den 
Satz: Die Punkte einer Ebene bilden sich in Kreise ab, 
welche ein Kreisnetz bilden; die Natur desselben hängt davon 
ab, ob diese Ebene unsere Fläche A, 0 schneidet oder nicht. 
Kennt man den Potenzkreis oder den dazu symmetrischen 
Kreis, so kann man in jedem Falle 3 Kreise so konstruieren, dab 
hierdurch ein Kreisnetz be- 
stimmt ist, dessen Ortho- 
gonal- bezw. Diametralkreis 
der gegebene Kreis ist. 
Die entsprechende Ebene 
möge wieder eine unserer 
Koordinatenebenen, z. B. 
%,—=0 sein. Verschieben 
Fig. 11. wir nun diese Ebene x, — 0 
um (—R cos o), wo R der 
Radius des gegebenen Kreises sei, so tritt an Stelle der Ebene 
xz,—=0 die Ebene 2» —=—Rcoso. Die Bildkreise dieser 
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neuen Ebene bilden wieder ein System von oo? Kreisen; die 
Gleichungen der den Ecken 1’, 2, 3° entsprechenden Kreise 
sind (Fig. 11): 
&, K, — Reoso K,=0 
%K, — Becoso K,—0 
%, K, — BReoso K,—0, somit ist 
eK, De KERN .0080/], 


Vergleichen wir dieses Resultat mit dem früheren, wo die 
Gleichungen der 3 Grundkreise des Netzes durch die Beziehung 
gegeben waren: 

KR he VE ncos Ile 


so finden wir, daB wir als Bild dieser parallel verschobenen 
Ebene ein Kreisnetz erhalten, dessen Kreise alle einen festen 
Kreis, den Orthogonalkreis des zur Ebene x&,—=0 gehörigen 
Netzes, unter dem Winkel o schneiden. Ohne Beweis fügen 
wir hier an, daß, je nachdem coso reell oder .imaginär ist, wir 
eine Ebene erhalten, welche A,2=0 reell, bezw. imaginär 
schneidet. 

Durch ähnliche Betrachtungen finden wir auch den Ort 
der Punkte, welche Bildkreise liefern, die mehrere Kreise unter 
gleichen Winkeln schneiden. | 

(Ganz analog gestalten sich die Betrachtungen über Kreis- 
büschel. Wir haben schon im letzten Paragraph gesehen, daß die 
Kanten des Koordinatentetraöders im Bild Kreisbüschel liefern; 
die Bildkreise der Kante (1, 2) z. B. waren durch die Gleichung 

DRK t,R,—0 

gegeben. | 

Es ist klar, daß wir ein elliptisches, bezw. hyperbolisches 
Kreisbüschel haben, je nachdem die Tetraöderkante die Fläche 
Rz. 0 schneidet oder nicht. Nun gibt es aber zu ‘jedem 
Kreisbüschel ein konjugiertes. Mit Hilfe unserer früheren Be- 
trachtungen über das Polartetraöder finden wir, daB zum Kreis- 
büschel, welches der Kante (1, 2) entspricht, dasjenige kon- 
jugiert ist, welches das Bild der Kante (III, IV) des Polar- 
tetraöders ist. Wir finden hieraus das Resultat, daß, wenn die 


en eo 
eine Kante die Fläche R,. = 0 nicht schneidet, dies bei der 
konjugierten eintreten muß. 
Bisher haben wir uns wieder nur mit speziellen Kreis- 
büscheln beschäftigt, nämlich nur mit solchen, welche mit dem 


Koordinatentetra&der verknüpft sind. Geben wir uns aber 
2 Kreise beliebig in die Ebene: 


Kur KL, +% RK, +2,K,>=0 und 
Ben KtuRtYBRtYyK=0, 
so ist hierdurch ein Kreisbüschel bestimmt, das die (sleichung 
hat: 8, +AR,—=0 oder 
Rt) Rt KEErYIK=0. 


Diese Gleichung sagt aber, daß die unserem Kreisbüschel 
entsprechenden Punkte die Koordinaten (&;+4y;) haben, d.h. 
eine Gerade bilden, welche durch die Punkte (x;) und (y;) be- 
stimmt ist. Wir haben also den 

Satz: Die Punkte einer Geraden bilden sich in Kreise ab, 
welche in ihrer Gesamtheit ein Kreisbüschel bilden, und zwar 
ein elliptisches, wenn die Gerade .die Fläche R,.=0 nicht 
schneidet, und ein hyperbolisches, wenn die Schnittpunkte von 
R;2==0 mit der Geraden reell sind. 


Ill. Kapitel. 


Analytische Methode der Kreisgeometrie 
mit Hilfe von Kreiskoordinaten als Spezialfall einer 
Kegelschnittsgeometrie. 


8.8: 
Abbildung des Raumes in die kegelschnitte einer Ebene 
durch 2 feste Punkte. 
f(ey)=0 bedeute die allgemeine Kegelschnittsgleichung, 
welche noch den Bedingungen f(A,u,)=0 und f(4,u,) genüge, 
wo A,u, und 4,4, die Koordinaten zweier festen Punkte A 
und B sind. Bedeutet M mit den Koordinaten &n den Pol 
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von AB bezüglich des Kegelschnitts f(xy) —=0, so erhält man 
&£ und n aus den identischen Gleichungen: 
earth 
a ne ),—h, 


asc+bleytnz)tenytde+s)+ey+n)+f=!0 


oder: 


U] a A, ug 4, 


Mel zu 
I, Lie y—1-=0 und 
U Ur Uı Ua 
ag+bn+d bEt+cn+e 
OR IEERENE 
Tears an! 
woraus: 
ee br er 
. de+ten+f |4%% 

U Us 
bstente _ Wh 
dcer+en+f. . A, Ag 

Uı Ua 


Aus diesen 2 Gleichungen läßt sich £ und n eindeutig be- 
_ stimmen. | 
Von dem Ursprung des Koordinatensystems aus können 
wir im allgemeinen an den Kegelschnitt eine Tangente ziehen; 
dieselbe möge die Länge /p haben. Um nun diesen Kegel- 
schnitt einem Punkt P(XYZ) im Raum zuzuordnen, setzen wir: 


a 


Hierdurch ist zu jedem Punkt im Raum ein Kegelschnitt 
eindeutig bestimmt, welchen wir als das Bild des Punktes 
betrachten können. Diese Eindeutigkeit ist aber auch um- 
kehrbar: kennt man nämlich E und 7, so kennt man von dem 
Bildkegelschnitt die beiden Tangenten in den 2 festen Punkten A 
und DB. Die Länge der Ursprungstangente bestimmt dann den 
Kegelschnitt noch eindeutig. 

Ist Z negativ, so wird die Tangente von OÖ aus imaginär, 
der Kegelschnitt schließt also O ein; geht der Kegelschnitt 
durch den Punkt O, so ist p=0, der dazugehörige Raum- 
punkt liegt somit in der X Y- oder Bild-Ebene. 
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Hat man mit Hilfe der obigen Bedingungen zu einem 
Punkt (XYZ) die Koeffizienten a,b, c,d,e, f des Bildkegel- 


schnitts bestimmt, so kann der Fall eintreten, daß 
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wird; der Bildkegelschnitt zerfällt also, bezw. er wird eine 
Parabel. Die Bedingungsdeterminanten A und 4’ zeigen, daß 
die Punkte, welche abgebildet zerfallene Kegelschnitte oder 
Parabeln liefern, auf einer Fläche dritter Ordnung, bezw. auf 
einer Fläche zweiter Ordnung liegen. Umgekehrt gehören zu 
zerfallenen Kegelschnitten oder Parabeln Punkte auf diesen 
Flächen. 

Bilden wir nach dieser Methode eine Gerade ab, so finden 
wir, daß das Bild aus oo! Kegelschnitten besteht, welche teils 
OÖ einschließen, teils O ausschließen, während ein Kegelschnitt 
durch OÖ geht. Ferner gibt es in diesem Kegelschnittsystem im 
allgemeinen 3 Parabeln und 3 zerfallene Kegelschnitte. Alle 
Pole der Geraden AB in Beziehung auf die Bildkegelschnitte 
liegen auf einer Geraden, der Projektion der abzubildenden 
Geraden. Wir können jetzt schon erraten, daß dieses Kegel- 
schnittsystem, welches zu einer Geraden gehört, ein Kegel- 
schnittbüschel ist. Sucht man zu einem Kegelschnittbüschel 
das entsprechende Raumgebilde, so findet man für die Werte 
X, Yund Z Ausdrücke von der Form: 


aunDh” 
C 


a 
b 


m +xn Mt rn M;+xn 
a a 
M, My, M;, und N,, N,, N, sind dabei Funktionen der Koeffi- 
zienten von den 2 Kegelschnitten, welche das Büschel bestimmen. 
Ebenso findet man, daß das Bild einer Ebene ein Kegel- 
schnittnetz liefert. 

Ich übergehe hier die Rechnung; einmal, weilin den folgenden 
Paragraphen das Analoge für die entsprechenden Kreissysteme 
durchgeführt wird und dann deshalb, weil Kapitel IV zeigen 
wird, daß die Abbildungsmethode in diesem Kapitel ein 
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spezieller Fall von der Abbildungsmethode in Kapitel II ist. 
Da jedoch auf diesem Wege sich manche Resultate von Kapitel II 
genauer ergeben, wollen wir im folgenden unsere Voraus- 
setzungen in der Art ändern, daß wir an Stelle der Geraden 
AB die unendlich ferne Gerade setzen und als A und B die 
imaginären Kreispunkte der Bildebene betrachten; wir erhalten 
dann als Bildkegelschnitte lauter Kreise, deren Mittelpunkte 
den früher genannten Polen entsprechen, während die Größe p 
jetzt die Potenz des Nullpunktes darstellt. Diese Festsetzungen 
liefern uns eine vierte Art von Kreisgeometrie, welche jedoch 
mit der Kreisgeometrie in Kapitel II nahe verwandt ist. Man 
nennt jetzt die Größen &, n und p Kreiskoordinaten. 


$ 10. 


Abbildung von Punkt, Gerade und Ebene durch Kreise mit Hilfe 
von Kreiskoordinaten. 


Bei dieser Abbildung finden wir wieder die Eigenschaft, 
daß Raumpunkt und Mittelpunkt des dazugehörigen Kreises 
auf einem Lot zur Bild- 
ebene liegen. Wir können 
nun folgende Fälle unter- 
scheiden: 


1. Der Raumpunkt 
hat die Eigenschaft, daß 
2>0 ist, dann ist natür- 
lich auch p>0, da 
2=p sein soll, und so- 
mit auch: 


yP=®+n’— mo 
alölee 
En 


Wir finden also, daß Fig. 12. 
der Bildkreis den Punkt O 
nicht umschließt, was ja auch der Fall sein muß, wenn die 
Potenz positiv ist. 


a 
2. Es sei z<0, also auch y<0—=—.p,, dann erhalten 
wir auf dieselbe Weise: 
ze lin = + ron 
N>&°+ 7°, 
der Bildkreis umschließt also O. 


Fig. 13. 


3. Ist endlich z2=p==0, dann ist auch 


P+—r’—=0, | 
also ran 


d. h. die Bildkreise aller Punkte der Bildebene gehen durch O. 


Umgekehrt können wir jeden Punkt der Bildebene als 
Nullkreis auffassen, welchem im Raum ein bestimmter Punkt 
entspricht; alle diese Punkte füllen eine Fläche aus, die wir, 
wie folgt, erhalten: | 

Allgemein ist: ?—=&°-+n?—p; soll nun r—=0 sein und 
bedenken wir, daß p ==z ist, so erhalten wir als Gleichung der 
gesuchten Fläche: 

®+n=z2 


oder ! ey 


d.h. alle Punkte, deren Bildkreise Nullkreise sind, liegen auf 
einem Rotationsparaboloid, dessen Scheitel in O liegt und 
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dessen Parameter — ; ist. Da die Drehachse die Z-Achse 
ist, so kann nur ein Punkt, nämlich O0 mit dem ihm ent- 
sprechenden Nullkreis zusammenfallen. 


Die Abbildung der Kurven auf dieser Fläche ist hier 
identisch mit der Orthogonalprojektion derselben auf die Bild- 
ebene. Ferner entspricht wieder jeder Punkttransformation der 
Ebene eine Transformation der Punkte unserer Fläche. 


Bilden wir nun eine Gerade ab, so können wir eine solche 
immer darstellen als Schnittlinie zweier projizierender Ebenen: 


[2 +b,y+d=0 
\a0c+0,2+d,—0 


Der Ort der Mittelpunkte ist also nach früher die Gerade 
ax+b,y+d,=0; die Bildkreise bilden eine Kreisreihe, in 
welcher entweder 2 oder gar keine Nullkreise auftreten; diese 
Nullkreise können, wie leicht einzusehen ist, nicht die Ähnlichkeits- 
punkte unserer Kreisreihe sein. Geht die Gerade durch O und 
soll sie das Paraboloid nicht mehr schneiden, so muß sie in 
der XY-Ebene liegen, also eine Gleichung von der Form 


[ax +by—=0 
\ z=0 


haben; hieraus folgt sofort, daB alle Bildkreise durch den 
Koordinatenanfang O gehen müssen; O ist hierbei äußerer, bezw. 
innerer Ähnlichkeitspunkt, je nachdem wir 2 Kreise betrachten, 
deren Mittelpunkte durch O getrennt werden oder nicht. Geht 
die Gerade nicht durch O, liegt sie aber in der X Y-Ebene, 
so können wir ihr Bild wieder sofort zeichnen, da jeder Bild- 
kreis durch O gehen mub. 


Bilden wir die Punkte einer Geraden ab, welche senkrecht 
auf der Bildebene steht, so erhält man ein System konzentrischer 
Kreise, zu denen der Nullkreis immer doppelt gehört, die Ein- 
deutigkeit der Zuordnung ist also hier gestört. Eine solche 
senkrechte Gerade ist aber auch die Z-Achse, ihre Bildkreise 
haben, da &=n==0 ist, die Gleichung: 


A ER 


typ —), 


oder da = —p hier wird 
e+yp—r——p. 


Für alle Punkte der + Z-Achse erhalten. wir somit imaginäre 
Kreise. ° Dieses Resultat folgt auch aus unseren früheren Be- 
trachtungen, daß die Punkte mit positiven 2-Koordinaten Bild- 
kreise besitzen, welche OÖ nicht enthalten dürfen. Anders ist es 
bei den Punkten der (—Z)-Achse; diese liefern Kreise, deren 
Radien gleich den 2- Koordinaten der betreffenden Punkte sind 
(vergleiche hiermit die Abbildung in Kapitel I). 


Ganz ähnlich gestaltet sich die Abbildung einer Ebene. 
Je nachdem die abzubildende Ebene das Paraboloid schneidet 
oder nicht, erhalten wir im Bild Nullkreise oder nur Kreise 
mit reellen Radien. Die Nullkreise bilden in der Bildebene 
immer einen Kreis, da die Projektion des Schnittes einer 
Ebene mit einem Rotationsparaboloid immer in einem Kreis 
besteht. Steht die schneidende Ebene senkrecht zur Bildebene, 
so ist die Projektion des Schnittes eine Gerade. 


Als Ebenen, welche eine besondere Rolle spielen, können 
wir die 3 Koordinatenebenen ansehen. Wir finden, dab die 
X Y- Ebene sich in lauter Kreise abbildet, welche durch O gehen, 
sie stellen also ein konisches Kreisnetz dar. Anderen Oharakter 
dagegen zeigen die XZ- und YZ-Ebene, sowie alle durch die 
Z-Achse gehenden Ebenen. Hier treten nämlich neben den 
reellen Kreisen auch imaginäre auf, welche die Punkte der 
positiven Z-Achse darstellen. Alle Bildkreise von solchen Lot- 
ebenen können wir in konzentrischen Kreissystemen anordnen. 


Auf weitere spezielle Lagen von Geraden und Ebenen 
werden wir von selbst geführt, wenn wir in $ 12 von Kreis- 
büscheln und Kreisnetzen sprechen. 


Anmerkung: Ist ein Kreis durch die Gleichung von der 
Form: 2? + y? — 282 —2ny+p=0 gegeben, so ist derselbe 
durch die Größen £&, n, p vollständig bestimmt; man nennt des- 


halb diese ‘Größen Kreiskoordinaten. Durch die Einführung 
der Kreiskoordinaten p für r wird die Kreisgleichung in Be- 
ziehung auf & »n und p linear, während sie in bezug auf &, n 
und r quadratisch ist. Herr Felix Klein!) nennt deshalb 
Gleichungen, in denen nur die Größen &, n und p rational 
vorkommen, elementare Formeln, während er die in &,n,pundr 
rationalen Gleichungen höhere Formeln heißt, und spricht des- 
halb von niederer und höherer Kreislehre. 


STT. 
Thomäsche Abbildungsmethode. 


Herr J. Thomä hat in der Schlömilchschen Zeitschrift 
für Mathematik und Physik, Bd. 29 (1884), eine Methode, die 
Raumpunkte in Kreise einer Ebene angegeben, welche mit 
der soeben angeführten Abbildungsmethode sehr nahe verwandt 
ist: Auf der Bildebene liege eine Kugel vom Radius #, welche 
Bildkugel genannt wird. Der Berührungspunkt sei der Koordi- 
natenursprung und heiße Südpol und der diametral gegenüber 
liegende Punkt Nordpol. Betrachtet man nun irgend einen 
Punkt P im Raum, so gibt es zu diesem Punkt P eine Polar- 
ebene in Beziehung auf die Bildkugel und diese Polarebene 
schneidet für alle außerhalb der Bildkugel gelegenen Punkte 
diese Kugel nach einem Kreis. Projiziert man diesen Kreis 
aus dem Nordpol, so ist die Projektion nach Sätzen der 
analytischen Geometrie wieder ein Kreis, und diesen 2. Kreis 
betrachtet Herr Thomä als das Bild des Punktes P. Je 
nachdem 7 außerhalb, auf oder innerhalb der Bildkugel 
liegt, ist der Bildkreis reell, ein Punktkreis oder imaginär. Für 
Punkte der Bildebene (2=0) geht der Bildkreis durch den 
Berührungspunkt der Bildkugel mit der Bildebene, d. h. durch 
den Ursprung. Sind xyz die Koordinaten des Raumpunktes, 
En und p die Kreiskoordinaten des dazu gehörigen Bildkreises, 
so gelten die Gleichungen: 


! Felix Klein, Einleitung in die höhere Geometrie, Bd.I, Leipzig 1907. 
Vorlesung, gehalten im Wintersemester 1892/93. 
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Herr Thomä zeigt, daß einem Kreisbüschel bei dieser 
Abbildungsmethode eine Gerade entspricht. Je nachdem 
die Gerade die Bildkugel zweimal schneidet, berührt oder 
nicht schneidet, ist das Kreisbüschel hyperbolisch, parabolisch 
oder elliptisch. Analoges gilt für das Kreisbündel, dessen ent- 
sprechendes Gebilde im Raum eine Ebene ist. 


Wir werden in Kapitel IV zeigen, daß die Thomäsche!) Ab- 
bildungsmethode und die hier behandelte Kreisgeometrie mit 
Hilfe einer einfachen Transformation in einander übergeführt 
werden können. 


S 1 
Kreisbüschel und Kreisnetz. 


Ein Kreisbüschel hat bekanntlich die Eigenschaft, daß alle 
Kreise desselben dieselbe Potenz in bezug auf irgend einen 
Punkt der Potenzachse oder Radikalachse haben. In allen 
Betrachtungen dieses Kapitels ist aber z— Potenz p für den 
Punkt O, und alle Kreise, welche in O dieselbe Potenz p haben, 
sind somit die Bildkreise einer zur Bildebene parallelen Ebene. 
Bilden wir nun eine Gerade ab, welche in einer zur Bildebene 
parallelen Ebene liegt, so müssen diese Kreise aus dem an- 
gegebenen Grund ein Kreisbüschel bilden, dessen Potenzachse 
durch O gehen und senkrecht zur Zentrale stehen muß. Kennen 
wir die Potenz p, d. h. die konstante 2 Koordinate für die 
betreffende parallele Gerade, dann finden wir zu jedem Punkt 
den zugehörigen Radius aus: 


Pr Engel, 


!) Vergl. Zeitschrift für Mathematik u. Physik, herausgegeben von 
Dr. O. Schlömilch, Dr. E. Kahl u. Dr.M. Oantor, XXIX.Jahrg., Leipzig 1884: 
Dr. Thomä, Das ebene Kreissystem und seine Abbildung auf den Raum, 
S. 284— 304. i " 
Kleinschrodt. 5) 
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. Diese Bildkreise findet man auch leicht durch Konstruktion, 
und zwar unabhängig davon, ob die Gerade ein elliptisches 
oder hyperbolisches Büschel als Bild hat. Ist nämliche g, die 
orthogonale Projektion der Geraden im Raum und z=p die 
gegebene Potenz, dann beschreibe man um OÖ einen Kreis, 
dessen Radius — /p ist. Will man nun den zu einem be- 
liebigen Punkt A, auf g, gehörigen Kreis konstruieren, so ziehe 
man von A, an den um O mit /p beschriebenen Kreis K die 
Tangente und beschreibe um A, mit der Länge derselben 
einen Kreis, der unser gesuchter Kreis ist. Aus dieser Kon- 
struktion folgt sofort, daß der gesuchte Kreis und K sich 
orthogonal schneiden, daß sie also konjugierten Büscheln an- 
gehören. Aus der Lage von g, und K ergibt sich das 
Kriterium, daß, je nachdem sich X und g, reell oder imaginär 
schneiden, wir ein hyperbolisches oder elliptisches Kreis- 
büschel erhalten. 

Ist das Kreisbüschel ein elliptisches, wie in Figur 14 an- 
gedeutet ist, so sehen wir, daß alle Punkte der Geraden g reelle 
Bildkreise besitzen und daß Nullkreise nicht auftreten können, 
es ist also unmöglich, daß g das früher erwähnte Rotations- 
paraboloid schneidet. Haben wir dagegen ein hyperbolisches 
Kreisbüschel (Figur 15), so geben uns die Schnittpunkte von g, 
mit X sofort die Nullkreise des Büschels. Wendet man nun 
die allgemeine Konstruktion auch auf diejenigen Punkte von 
g, an, welche zwischen M und M' liegen, so finden wir, daß zu 
diesen Punkten imaginäre Bildkreise gehören. M und M’ sind 
aber die Orthogonalprojektionen der Schnittpunkte von g mit 
dem Paraboloid und die imaginären Kreise geben uns das Bild 
derjenigen Punkte unserer Geraden g, welche innerhalb des 
Paraboloids liegen. Da dies allgemein der Fall ist, so finden 
wir den 

Satz: Alle Punkte, welche innerhalb des Drehungspara- 
boloides liegen, haben imaginäre Kreise als Bildkreise. 

Der Kreis K gehört, wie wir schon erwähnt haben, jedes- 
mal zu dem konjugierten Büschel; ferner wissen wir, daB die 
Zentrale der Kreise des konjugierten Büschels die Senk- 
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rechte ist, die man von OÖ auf g, fällen kann. g, sei durch 
‚die Gleiehung: 
1) a +bn +d=0 

gegeben. 

Da ferner 9 == const—= ce ist, so ist die Gleichung unseres 
Kreisbüschels: 

2) a HP —2rE—-2yn+c—=0, 
wo & und n der Gleichung (1) genügen müssen; wir können 
_ deshalb (2) auch in der Form schreiben: 
2) tyra tt dnytc—0, 

Die Zentrale des konjugierten Büschels hat, weil sie 

senkrecht zu g ist und durch OÖ geht, die Gleichung: 


ee 


Bedeutet P die veränderliche Potenz aller Punkte dieser 
Geraden an die Kreise unseres Büschels (2°), dann ist P gegeben 
durch die Gleichung: 


P=X:+ ya +2 NEN _ Y+e 
oder wegen Gleichung (3): 
Bo yes 
oder Be may. 


Diese Potenz P, welche oo! Werte annehmen kann, stellt 
gleichzeitig das Quadrat der Radien unseres konjugierten 
Büschels dar, es ist also P=r?. Mit Hilfe unserer Funda- 
mentalgleichung r—&?+n?°—p erhalten wir somit in unserem 
Falle: | 
man ner 
pe ey 


oder, da p=z ist: 
2dAX+aztac=0. 


ei 


Diese letzte Gleichung gibt uns inVerbindungmitGleichung(3) 
das dem konjugierten Kreisbüschel entsprechende Gebilde; es 
ist dies wieder eine Gerade, welche die Z-Achse im Punkte 
2==— € schneidet. Wir haben also das Resultat gefunden, daß 
das Bild einer zur Bildebene parallelen Geraden ein Kreis- 
büschel ist, während das zum konjugierten Büschel entsprechende 
Gebilde eine Gerade ist, welche die Z-Achse schneidet. 


Fig. 16. 


Stillschweigend haben wir nun immer die Voraussetzung 
gemacht, daB p positiv ist, d.h. wir haben nur zur X Y-Ebene 
parallele Gerade abgebildet, deren z Koordinate einen positiven 
Wert hat. Ist aber p negativ, so ist der oben erwähnte Kreis X 
imaginär. Eine solche Gerade schneidet das Paraboloid nicht, 
welche Lage sie auch haben mag, also geben diese Parallele 
nur elliptische Büschel. Wir können dasselbe konstruieren, 
wenn wir an die Stelle von X den symmetrischen Kreis K’ 
setzen, dessen Radius = ip ist. Die Büschelkreise müssen 
diesen symmetrischen Kreis K' diametral schneiden. Die Be- 


A 


stimmung des konjugierten Kreisbüschels gestaltet sich ebenso 
wie oben. 


Liegt die parallele Gerade in der X Y-Ebene selbst (p —=0), 
so müssen nach früheren Untersuchungen alle Bildkreise durch 
ÖO gehen, O wird also ein Grundpunkt, wir erhalten somit immer 
ein elliptisches Kreisbüchel. Dieses wird zu einem parabolischen 
Kreisbüschel, wenn unsere Gerade durch O geht; alle Kreise 
berühren sich in O. Das zu einem parabolischen Kreisbüschel 


konjugierte Büschel ist aber bekanntlich wieder ein parabolisches, 
also muß die ihm entsprechende Gerade wieder durch O gehen 
und senkrecht zur ersten Geraden sein. Wir finden hierdurch, 
daß die Bildkreise der X- und Y-Achse 2 zueinander konjugierte 
parabolische Kreisbüschel liefern. 

Sind nun in unserer Bildebene 2 beliebige Kreise $, 
und $, gegeben durch: 


Kerry 25,r—-2my4m—0 
und = +YP 2,0724 4m), 


Fig. 18. 


Kreisnetz mit Orthogonalkreis. 


Fig. 19. 


Kreisnetz mit Diametralkreis. 
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so bestimmen diese beiden Kreise bekanntlich ein Kreisbüschel 
mit den Grundkreisen $, und 8,. Die Gleichung dieses Kreis- 
büschels ist: 


8 +A8,=0, oder 


+) +y)— 28, +45) — 2ylm +An)+(p rip)—0, 


SHAS 9 an» +Am Pı+ AD; = 


2 es, 
oder +yY—2x Ir u ae 7 


die dazu gehörigen Raumpunkte haben also die Koordinaten: 


2: +45 NA __ PıtAP 
ER en 

d. h. die unserem Kreisbüschel entsprechenden Punkte liegen 

auf einer Geraden, welche durch die Punkte bestimmt ist, die den 


Grundpunkten zugeordnet sind; wir haben also allgemein den 

Satz: Die Abbildung einer beliebigen Geraden ist ein Kreis- 
büschel, welches elliptischen, parabolischen oder hyperbolischen 
Ohren trägt, je nachdem die Gerade das Hotakion sp ZIERZBE 
0-, 1- oder 2mal schneidet. 

Sind nun in der XY-Ebene 3 Kreise 8,,8,, 8, beliebig 
gegeben (s. Fig. 18 und 19), so bestimmen dieselben bekanntlich 
ein Kreisnetz, welches die Gleichung hat: | 


MFH, + AR, 0, oder 
E49, 6g+ 9,85 92, HMıtAeNet Ang | Ar PıtAgPa+ As Ps 


(„+ ya Hathrhthh 9, Amthmthn, hpthpthp _ 0, 


L4LH, ER ae 
die zugehörigen Punkte bestimmen somit eine Ebene; je nach- 
dem diese Ebene unser Paraboloid schneidet oder nicht, ist 
unser Kreisnetz ein solches mit Orthogonalkreis oder mit Dia- 
metralkreis; ein konisches Kreisnetz dagegen erhalten wir, wenn 
wir, wie früher gezeigt wurde, die X Y-Ebene abbilden. 


Wie in den früheren Kapiteln werden wir von hier aus 
auf die Lehre von den Winkelschnitten geführt. Da uns jedoch 
diese Betrachtung nichts Neues liefert, so wenden wir uns zu 
der Vergleichung unserer 4 kreisgeometrischen Methoden. 
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IV. Kapitel. 


Vergleichung der verschiedenen Arten von Kreis- 
geometrien. 


Nachdem wir in den vorhergehenden Kapiteln verschiedene 
Arten von Kegelschnitts- und Kreisgeometrien untersucht 
haben, ist es vielleicht wünschenswert, die Merkmale dieser ver- 
schiedenen Abbildungsmethoden einander gegenüberzustellen 
und zu untersuchen, ob sich nicht alle Methoden durch ge- 
eignete Transformationen voneinander ableiten lassen. Dies 
ist in der Tat bei den Kreisgeometrien möglich, nicht aber 
bei den Kegelschnittsgeometrien. Der Grund hierfür ist darin 
zu suchen, dab die unendlich fernen, imaginären Kreispunkte 
andere Eigenschaften besitzen als reelle Punkte. Im folgenden 
möge daher die oben genannte Aufgabe für die Kreis- 
geometrien durchgeführt werden. 


&219% 
Vergleichung der Abbildungen von Punkt, Gerade und Ebene. 

In unserem ersten Kapitel und ebenso in Kapitel III 
sahen wir, daß der Mittelpunkt eines Bildkreises und der dazu- 
gehörige Raumpunkt immer auf einem Lot zur Bildebene 
liegen; anders ist dies bei der Methode mit Hilfe homogener 
Koordinaten. Es ist jedoch auch hier möglich, dab bei be- 
sonderer Annahme des Koordinatentetraeders und der vier 
Grundkreise die obige Bedingung erfüllt ist. Wir transformieren 
die homogenen Koordinaten x, %,%,%, in Cartesische Ko- 

ordinaten durch die Gleichungen: 


ri Ltg tt 4 


I, +0, t IX, + d4%ı 
y= BıCı + Be Xg + Pa Rz + Pay 
4% +5,04 IR +d% 
gi YılıtT YalatYys%st+ Yı%ı 
Hut + IR + dd 


wo die a, ß; und y; dieselbe Bedeutung haben, wie in $ 7; 
sind & und 7 die Mittelpunktskoordinaten des zum Punkte 


A 


(%, %,%, &%,) gehörigen Kreises, dann gelten als Bedingungs- 
gleichungen für den Mittelpunkt des Kreises nach $ 7: 


A,%, + Ag%g + Ag, + A, 


= und 
s tt ty 

SR b,X, + 6,3%, + 53%, + b,%, 
X ++, + ; 


Soll nun E&=x und 7 =y sein, was ja unsere Bedingung 
verlangt, so müssen dieselben Gleichungen bestehen, wie wir 
sie in $ 7 aufgestellt haben, d. h. die Grundkreise und die 
Tetra&derebenen haben eine spezielle Lage. 

Betrachten wir nun die Größe des Radius eines Bild- 
kreises, so finden wir, daß dieselbe in dem ersten Kapitel nur 
von der 2 Koordinate abhängig ist, während in den beiden 
letzten Methoden die Größe r auch mit den Koordinaten des 
Mittelpunktes im Zusammenhang steht. Imaginäre Kreise haben 
wir in allen Methoden, sowie wir an Stelle des Drehungssinnes 
eines Kreises den Radius als mit einem Vorzeichen versehen 
“ betrachten. 

Weitere Unterschiede der einzelnen Methoden ergeben 
sich bei der Vergleichung von Bildkreisen, welche die Ab- 
‘bildung einer Geraden darstellen. Obwohl nämlich der Ort 
der Mittelpunkte immer eine Gerade ist, welche, wenn wir bei 
der dritten Methode die früher entwickelte Bedingung zur 
Voraussetzung machen, durch die Örthogonalprojektion der 
Geraden im Raum bestimmt ist, so bilden die Kreise doch 
eine lineare Kreisreihe, welche je nach der Methode verschiedenen 
Ckarakter trägt. Dies geht schon daraus hervor, daß in den 
beiden Methoden des Kapitels I je ein Nullpunkt auftritt, 
welcher der Ähnlichkeitspunkt sämtlicher Kreise ist; die letzten 
2 Methoden der Kreisgeometrie aber besitzen entweder 2 oder 
keinen Nullpunkt (im Grenzfall 2 zusammenfallende); diese 
Nullkreise besitzen nicht die Eigenschaft der Ähnlichkeitspunkte, 
Dieselben Unterschiede finden wir auch bei der Vergleichung der 
Bildkreise einer Ebene, sowie jedes Raumgebildes. Trotzdem wollen 
wir im nächsten Paragraph noch das jeweilige Abbildungsverfahren 
bei Kreisbüschel und Kreisnetz einer Vergleichung unterziehen. 
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S 14. 
Vergleichung der Abbildungen von Kreisbüschel und Kreisnetz. 


Während die linearen und planaren Systeme von Punkten 
und Kreisen in der Fiedlerschen und Oayleyschen Methode 
ihre Natur behalten, ist dies beim Kreisbüschel und Kreisnetz 
nicht mehr der Fall. Wir sahen nämlich, daß bei diesen an 
und für sich sehr nah verwandten Methoden der Kreisgeometrie 
an Stelle der hyperbolischen Systeme cirkulare und sphärische 
treten; durch Multiplikation der z Glieder des zweiten Systems 
mit (—?) geht jedoch diese Art der Kreisgeometrie in die 
erste über. 

Größer ist der Unterschied, der sich bei der Vergleichung 
der geometrischen Methoden mit den 2 analytischen ergibt. 
Um dies zu zeigen, wollen wir die Gleichungen der Gebilde 
zusammenstellen, welche einem Kreisbüschel und dem zu ihm 
konjugierten in den 4 Methoden entsprechen. Die zu einem 
elliptischen Kreisbüschel gehörigen räumlichen Gebilde haben . 
die Gleichungen: 


I II EL LY: 


| 


4 
?=er+yV Pr > Tpia—0 a,xc+b,y+ca2z+d,—=0 
1 


8 
\ 
oO 


4 
Le) >! pi=0 ,2°+b,y+%2+d,—0, 
1 


während dessen konjugierten Kreisbüscheln die Gebilde mit 
den Gleichungen: 


I | in: Ill IV 


4 
Lt 2ie—r? > 20 A,z+B,y+(G2+D,=0 
3“ 


4 
y—! x—0 N gi 0 A,x+ B,y+ 0,24 D,—0 
1 


entsprechen. 


NET. 9 


Aus dieser Zusammenstellung sehen wir, daß die räum- 
lichen Gebilde, welche den Kreisbüscheln entsprechen, in I 
und II Gleichungen besitzen, welche vom zweiten Grade sind, 
während dieselben bei III und IV linearen Charakter tragen. 
Diese Eigenschaft zeigt uns von neuem, daB die Verwandtschaft 
bei den 2 ersten und ebenso bei den 2 letzten größer ist als 
bei irgend 2 anderen. Es ist daher zu vermuten, daß die 
Methode I und II und ebenso III und IV leicht ineinander 


übergeführt werden können. 


Richten wir bei diesen Gebilden unser Augenmerk noch 
auf das Unendlich-Ferne, so finden wir, daB im Falle I immer 
2 reelle Punkte abzubilden sind; bei II dagegen sind die im 
Unendlichen liegenden Punkte unseres Raumgebildes imaginär, 
sie sind die imaginären Kreispunkte. Als Zwischenfall können 
wir die Methoden III und IV ansehen, bei denen wir immer 
nur einen einzigen im Unendlichen liegenden Punkt abzubilden 
haben. Wir sehen also auch hier die engere Zusammen- 
gehörigkeit von I und II einerseits und III und IV andererseits. 


Wenn wir nun analog die Kreisnetze in den kreis- 
geometrischen Methoden vergleichen, so finden wir auch hier, 
daB die Gleichungen der unseren Kreisnetzen entsprechenden 
Gebilde bei I und II Flächen zweiten Grades sind, bei III 
und 1V jedoch haben wir Ebenen als entsprechende Raum- 
gebilde; die unendlichen Elemente derselben liegen bei den 
beiden ersten Methoden auf einem reellen, bezw. imaginären 
Kreis (—Kugelkreis, der von den imaginären Kreispunkten 
gebildet wird), bei den 2 letzten Methoden aber auf der un- 
endlichen Geraden unserer abzubildenden Ebene. 


| Aus allen diesen Vergleichen sehen wir, daß je 2 Paare 
von Abbildungen große Ähnlichkeit miteinander besitzen. Es 
fragt sich nun, ob wir nicht durch geeignete Transformationen 
die ähnlichen Methoden ineinander überführen können und 
sodann alle 4 Arten von Kreisgeometrie von einer einzigen 
ableiten können. Diese Frage wollen wir nun im folgenden 
untersuchen, 
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& 18. 
Transformationen und allgemeine Bemerkung über die Kreisgeometrie. 
Im letzten Paragraph haben wir schon gezeigt, daß die 
Cayleysche Kreisgeometrie dadurch in die erste übergeht, daß 
wir in allen Gleichungen für z den Wert (— iz) setzen. Nicht 
so leicht gestaltet sich die Lösung unserer Frage bei der dritten 
und vierten Methode. 


Erinnern wir uns an Kapitel II, so gehörte zu jedem Punkt, 
der durch die homogenen Koordinaten ©, 2,2,x%, gegeben ist, 
ein Kreis mit der Gleichung 


KR TSKRtEeR I. Kl, 
wo K;—=0 die 4 Grundkreise unseres Systems waren. 


Der Mittelpunkt eines solchen Bildkreises war ferner 
gegeben durch: 


3 a;%; Sb;x; 
Aa under, 


E;5 (Za,x;)? + (Zb;x;)? — 2m; I pi®i 


während y? 
(iur 


das Quadrat des Radius ist. 

Führen wir nun die Bedingung ein, dab Raumpunkt und 
Mittelpunkt des entsprechenden Kreises auf einem Lot zur 
Bildebene liegen, so muß, wie wir in $ 7 gezeigt haben: 


ma, def mM-Nn Il 
Ad, — 0, ,—=P, pn ml 
Be le —=Pß, Pp-yY ml 
ma, bh, mn 91 


sein, d. h. die adjungierte Determinante 4’, welche zu der aus 
den Koöffizienten A,, Bj, C;, D; der 4 Koordinatenebenen ge- 
bildeten Determinante A gehört, muß sein: 


a, b, pP, 1 
arGs Domes; 1 
UIRERE IE 2.2 N 
Ra 1 


N 


Setzen wir nun die Gleichungen der 4 Grundkreise in homogener 
Form voraus: 
x +y? — 2X — 2biyt+ pl —0, 


2 2 5: A; 

to tritt an die Stelle des früheren & der Wert z 
B. 

y h b „ b} b; eh) ’ e 

R 5 P; 

und „9 „ ”. „. Pi 9% ” e 


unsere Determinante wird also: 


We 

A dl, 2 Pa b, | BE 
date 
a, b, 77 


Diese Determinante bestimmt aber rückwärts dieGleichungen 
der Tetraöderebenen in homogener Form, welche zu den 
4 Grundkreisen gehören, damit Bildpunkt und Mittelpunkt des 
entsprechenden Kreises auf einem Lot zur Bildebene liegen. 

Wir wollen nun setzen: 


PR A ei 
e aa: 0: Pa 020: 00 ee 
; 08.0, De 0000 
04:0, Pa 00er 
und erhalten 
In 0 
2 RO 0 
A ci 
VO 
woraus wir finden 
N 
De 122.00 
ar 
en 


Wir erhalten somit als Gleichungen der 4 Tetraöderebenen, 
welche unser Koordinatensystem bilden: 


N ZEORER 


x&=0, d.h. die ZY-Ebene, 


= 0, u, ZX- „ 
ner 0, DOREEN, XY- „ 
&—=Ü, „ » „ unendlich ferne Ebene. 


Dasselbe Resultat erhalten wir sofort aus den Gleichungen (*). 


Der Kreis 1 entspricht somit dem unendlich fernen Punkt 
der X-Achse, 
n „ 2 entspricht somit dem unendlich fernen Punkt 
der Y-Achse, 
3 „3 entspricht somit dem unendlich fernen Punkt 
der Z-Achse und 
2 „ 4 entspricht somit dem Punkt ©. 


Die Radien der Bildkreise bestimmen sich aber aus der 
oben angegebenen Formel für r?. Da ein beliebiger Punkt in 
diesem homogenen Koordinatensystem durch die Koordinaten 
(& %,%,%,), WO X, — 0% ist, bestimmt ist, so erhält man: 


(2%)? + (26,0)? — 2a; 


= PR, =UÜ+2: —2, 


X, %, und x, sind aber, abgesehen von einem Proportionalitäts- 
faktor, die Größen, welche wir als die Kreiskoordinaten ein- 
geführt haben. Setzen wir diesen Faktor = 1, so haben wir 
für r? dieselbe Gleichung wie in Kapitel III; es war nämlich dort 


r—=&°+n?’—p, wo p=2z war. 


Wir haben somit das Resultat: durch Einführung des oben 
- definierten Koordinatentetra&ders wird unsere Methode mittelst 
homogener Koordinaten identisch mit der Methode mit Hilfe 
von Kreiskoordinaten, es gelten somit alle abgeleiteten Resultate 
der einen Art auch für die andere, insbesondere sehen wir, 
daß die Fläche R,„=0 ein Rotationsparaboloid sein muB 
- und daß die Punkte im Innern desselben imaginäre Bildkreise 
liefern. 

Aber nicht nur die ähnlichen Arten können ineinander 
übergeführt werden, sondern wir können auch zeigen, dab sich 
alle 4 Arten von Kreisgeometrien von einer einzigen ableiten 


Ba 


lassen. Dies ist gezeigt, sobald wir eine Transformation ge- 
funden haben, durch welche eine Art der ersten zwei Kreis- 
geometrien in eine Art der letzten zwei übergeht. Wir fassen 
zu diesem Zweck die Fiedlersche und unsere letzte Methode 
ins Auge, welche durch die Beziehungen: 


es als 
Vo nn 
er z=a’+y—r’—=p 


gegeben sind. 

Wir transformieren nun die Punkte des Raumes in der 
Weise, daß wir jedem Punkt (xyz) einen Punkt (XYZ) zu- 
ordnen, welche durch folgende Beziehungen mit einander 
verbunden sind: 


ey — Yiundz— — ZU NIE 


Durch diese Transformation entspricht jedem Punkt (xyz) 
ein Punkt (X, Y,Z) und ein Punkt (X, Y,—Z). Diese Zwei- 
deutigkeit muß aber, wie wir sehen werden, bestehen, damit wir 
unsere letzte Kreisgeometrie in die erste überführen können; 
denn auch in dieser bestand die Zweideutigkeit, daß dem 
Punkt (&,y,2) und dem Punkt (z,y,—z) derselbe Bildkreis 
entsprach, wenn wir den Radius als absolute Strecke ansehen; 
wir sprachen deshalb von einem positiven und negativen Drehungs- 
sinn der Kreise. 

Um die Wirkung unserer oben angegebenen Transformation 
nachzuweisen, verfahren wir folgendermaßen: In der letzten Art 
galt als Bedingungsgleichung für den Radius: = x? +y?—z2; 
durch Anwendung unserer Transformationsgleichungen erhalten 
wir sofort 


r—X?’+ 7? + 72-0 -7?—=Z% 
r—=+Z, 


also 


was der Voraussetzung der ersten Methode entspricht. 

Wir fanden ferner früher, daß alle Punkte der XY-Ebene, 
nach der analytischen Methode abgebildet, Bildkreise haben, die 
durch O gehen, während dies in der ersten Art für diejenigen 


Si EN 


Punkte der Fall ist, welche auf einem Kegel liegen mit dem 
Offnungswinkel von 45° Dasselbe Resultat finden wir wieder 
durch unsere Transformation, welche die X Y-Ebene oder z—= 0 
in den verlangten Kegel: X?+ Y?— Z? überführt. 

Untersuchen wir nun noch kurz die Transformations- 
gleichungen, so finden wir folgendes: 


in | Be: 
EM. somit auch Yeey 
vyanıLpızı Z Vet pe, 


d. h. zu jedem Punkt zyz gehören 2 Punkte XYZ, während 
zu jedem Punkt XYZ nur 1 Punkt xyz gehört, die Trans- 
formation ist also nicht umkehrbar eindeutig. Wollen wir sie 
zu einer solchen machen, so legen wir über diesen zyz-Raum 
noch einen zweiten unendlich benachbarten dreidimensionalen 
Raum. Die 2 dreidimensionalen Räume, oder wie wir sie auch 
nennen, dreidimensionalen Ebenen, haben gemeinsame Punkte, 
welche man erhält, wenn Z=0 ist, d.h. wenn 2? + y?— z—=0 
ist, sie hängen also längs dieses Rotationsparaboloides zusammen, 
dieses Paraboloid ist also der Verzweigungsschnitt der beiden 
dreidimensionalen Ebenen. Jedem Punkt des zyz-Raumes, der 
auf diesem Paraboloid liegt, entspricht also ein und nur ein 
Punkt der X Y-Ebene im X YZ-Raum. Die Parallelkreise des 
Paraboloides haben die Gleichungen: 

[e+y 2-0 

\ 20%: 


ihnen entsprechen also im andern Raum die Kreise: 


Ze 
Dr —a. 


Ebenso entsprechen den Meridianen des Paraboloides: 


die Radien 


der genannten Kreise. 
'Kleinschrodt. 6 
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Ist uns in. dem xz,yz-Raum eine Ebene gegeben: 
ax+by+cz-+d=0 gegeben, so entspricht ihr im X YZ-Raum 
eine Fläche mit der Gleichung: 


aX+bY+e (X +? -ZY+d—=0, 


d. h. eine Rotationsfläche zweiten Grades, welche symmetrisch 
zur X Y-Ebene liegt und deren Achse parallel Z-Achse ist; 
je nach der Gleichung der Ebene erhält man ein ein- oder zwei- 
manteliges Rotationshyperboloid. 


2 Ebenen des xyz-Raumes schneiden sich nach einer 


Geraden: ee au; 
| ac+by+ce+d—=0; 
ihr entspricht also der Schnitt der 2 Flächen: 
aX+bY+c(X?+-T?’- ZI) +d—=0 
| aX+bY+eX?+7?-Z)+d—=0. 
Der Schnitt dieser 2 Hyperboloide zerfällt aber, da aus 
den beiden Gleichungen sofort die weitere Gleichung folgt: 
RD VER 


aX bY—c +d=(, 


welche eine Ebene || Z-Achse darstellt. Ein Teil der Schnitt- 
figur der beiden Hyperboloide ist alsö eine gleichseitige Hyperbel. 
Der andere Teil des Schnittes ist imaginär, wie sich leicht 
zeigen läßt. 

Sind 3 Ebenen ım xy2z-Raum gegeben, so schneiden sich 
diese in einem Punkt, welchem im XYZ-Raum 2 Punkte ent- 
sprechen, die 3 Hyperboloide, welche den 3 Ebenen gegenüber- 
stehen, haben also 2 Punkte gemein. 

Analog ist die Untersuchung, wenn wir zu einer Ebene 
im XYZ-Raum das entsprechende Gebilde im xyz-Raum 
suchen. aX+ßY+yZ+ö=0 sei eine solche Ebene, dann 
hat das zugehörige Gebilde im zyz-Raum die Gleichung: 
an+BytyVa+y?—2+5=0, 


oder 


(a —y?)2?+ (By) y+2aßpzy+2BPöy+2adcetyre+—0. 


a 


Da für alle Flächen mit solchen Gleichungen 4'— 0 ist, 
so sind diese Flächen im zyz-Raum, welche den Ebenen im 
XYZ-Raum entsprechen, lauter parabolische Flächen, was mit 
unserem früheren Resultat übereinstimmt, wonach die Ver- 
zweigungsfläche, welche ein Paraboloid ist, der XY-Ebene 
im XYZ-Raum entspricht. Auch hier sind die Achsen aller 
parabolischen Flächen wieder || der Z-Achse im xyz-Raum. 


Es erübrigt jetzt nur noch eine Transformation aufzustellen, 
welche die Thomäsche Abbildungsmethode mit den behandelten 
Kreisgeometrien in Beziehung bringt. Um eine solche zu finden, 
betrachten wir die Thomäsche und die in Kapitel III be- 
handelte Methode näher. Sind &, n, p die Kreiskoordinaten 
eines Bildkreises, so bestimmen sich die Koordinaten des dazu- 
gehörigen Raumpunktes bei der Thomäschen Methode durch 
die Gleichungen: | 


er Vene En 
und 5 y 
Sana ee Fee, 
und bei der anderen Kreisgeometrie durch: 
—8, y=n, 2 =P. 


Ordnen wir nun dem Punkt x'y’‘z‘ einen Punkt XYZ zu, 
welche durch die Gleichungen: | 
A AED RS 7; 
Dre 122 
oder durch e 5 | x 
ne 
miteinander verbunden sind, so gehört zu jedem Punkt x’y’z‘ 
ein einziger Punkt XYZ und zu jedem Punkt XYZ ein einziger 
Punkt x‘y’z‘, die Transformation ist also umkehrbar eindeutig. 
Bedenken wir noch, daB #—=£, y'=n, 2=p ist, so wird 
Merry, Z=2,Nd.'h,r dertPunkt XY Zifällt mit: dem 
Punkt xyz zusammen, welcher in der Thomäschen Methode 
dem Kreis (£np) entspricht. 


6* 


Ordnen wir umgekehrt jedem Punkt xyz einen Punkt X’Y’Z' 
durch die Gleichungen: 
BU Mary z' 
a ZEN Ne RAR RENT 


x 


oder 


ee % ya Y Medsglit z 


1-72 1-2 


zu und bedenken wir, dab: 


a ER 
Ip’ 7 Try’ STD 

ist, so wird 
er Im HD: 


d. h. der Punkt X’Y’Z' ist identisch mit dem Punkt U 
welcher in der andern Kreisgeometrie dem Kreis (&np) ent- 
spricht. Diese beiden umkehrbar eindeutigen Transformationen 
gestatten uns also von der Thomäschen Methode zu der in 
Kap. III behandelten Kreisgeometrie und somit auch zu allen 
anderen überzugehen und umgekehrt. Die in der einen Methode 
erhaltener Resultate gelten deshalb auch in der anderen Methode. 
Transformieren wir die Bildkugel der Thomäschen Methode 
x%°+y?°+z2°—z=0 mit Hilfe der Gleichungen: 
A a Z‘ 
nz Vs 1rZ° = irz® 
so erhält man X'?+ Y°?— Z'’—=0, d.h. die Bildkugel entspricht 
dem Rotationsparaboloid, das wir schon in $ 11 gefunden haben. 
Für die Punkte der XY-Ebene wird 2=x' und y=y, 
d.h. zu diesen Punkten gehören in beiden Abbildungen die- 
selben Bildkreise auch ohne Transformation. 


x 


Wir haben gesehen, daB die analytischen Methoden der 
Kreisgeometrie von der Art waren, daß einem linearen Kreis- 
gebilde in der Bildebene ein lineares Gebilde im Raum ent- 
spricht und zwar entsprach einem Kreisbüschel eine Gerade 
und einem Kreisbündel oder Kreisnetz eine Ebene. Wir wollen 
nun zum Schluß dieses Kapitels uns noch die Frage vorlegen, 
ob diese von uns behandelten Abbildungen die allgemeinsten 
von dieser Art sind. 


ae. = U 


Beschränken wir uns auf die in Kapitel III behandelte 
Methode, was wir ja nach dem Vorhergehenden dürfen, so 
galt hier als entsprechendes Gebilde für ein Kreisbüschel, dessen 
Mittelpunkt in O liegt, die durch die Gleichungen 

ymz | 
l\zep 
gegebene Gerade, während das Kreisbüschel durch die Gleichung: 
nor —yp 
definiert ist. 

Je nachdem N ist, hat man das hyperbolische, para- 
bolische oder elliptische Kreisbüschel. Die abgebildeten Punkte 
(xyz) müssen mit den Bildkreisen zusammenhängen, und zwar 
durch die Größen &,n und r, es muß also sein: 


z—f,(&,n.r) 
y—f,(&,9,r) 
2—fz(E. nr). 


Von den 3 Größen &, n und r ist nur eine einzige al: 

kürlich, da sie den 2 Bedingungsgleichungen: 
= mg 
etn—r? en 
genügen müssen, es muß also auch sein: 
ehe mE et —p) 
v-rems tn) 
hl ms P+n°—p) 

Soll nun (xyz), eine Gerade beschreiben, so ist dies so 
lange unmöglich, als die Funktionen f,, f,, f, direkt von r ab- 
hängen, und erst dann, wenn wir für r die Größe &°’+n’—r? 
annehmen. 

Es ist also dann: | | 

= fs? —r)—=f,(EP) 
yahkl&®+m?— r’)=f,(Ep) 
Zehen N) en). 

Da nun die Punkte (xyz) auf einer Geraden liegen sollen, 

so muß: | 


EINERREN. 


=ms+bnt+ep 
y=as+bn+%p 
2e=0,E+5b,n+c,p sein, da n=md ist. 
Diese 3 Gleichungen geben uns die allgemeinste Beziehung, 
die bestehen muß, damit einem linearen Kreisgebilde ein 
lineares Raumgebilde entspricht. Beim Kreisbündel ist die 
Behandlung der Aufgabe ebenso. 
Setzen wir: a=1.b,=0 4-0 
de le ec 0 
= b=0 g=|l, 
so erhalten wir die Bedingung wie in Kapitel III. 

Umgekehrt erhalten wir aus dieser letzten Annahme den 
allgemeinen Fall, indem wir die Werte x, y und z je in eitem 
bestimmten Verhältnis vergrößern, also die entsprechenden 
Gebilde parallel den Achsen verschieben. 

Aus dieser Abbildung 1. Grades, wie wir diese nennen 
können, erhalten wir durch Transformationen höheren Grades 
Abbildungen, bei denen einem linearen Kreisgebilde ein Raum- 
gebilde höheren Grades entspricht; so erhalten wir z. B. durch 
eine Transformation zweiten Grades aus dieser Abbildung die 
Kreisgeometrie von Fiedler, bei der einem Kreisbüschel eine 
gleichseitige Hyperbel und einem Kreisbündel ein gleichseitiges 
Hyperboloid entspricht. Die einfachsten Kreisgeometrien sind 
also diejenigen, welche wir in Kapitel II und III. behandelt 
haben, und von denen wir auch die eine als speziellen Fall 
der andern auffassen können. 


Schlußbemerkung. 


In der vorliegenden Arbeit haben wir die Punkte des 
dreidimensionalen Raumes in Beziehung gebracht mit Kreisen 
einer Ebene, bezw. mit den Kegelschnitten einer Ebene, welche 
durch 2 feste Punkte gehen. Gehen wir weiter, so können 
wir in derselben Weise die Punkte des Adimensionalen Raumes 
in die Kugel des 3dimensionalen Raumes, bezw. in die Flächen 
zweiten Grades, welche durch einen festen Kegelschnitt gehen, 


a er 


abbilden. Wir erhalten dadurch mehrere Arten von Kugel- 
geometrien, welche aber durch eine analoge Transformation wie 
in Kapitel IV in einander übergeführt werden können; es ist 
deshalb gleichgültig, was für eine Abbildungsmethode wir wählen 
Ich habe die Abbildung des 4dimensionalen Raumes in die 
Kugel des 3dimensionalen mit Hilfe einer analytischen Methode 
durchgeführt, welche der Abbildung in Kapitel III entspricht. 
Die Kugelgleichung lag in der Form: 


+ y? +2? — 282 — 2ny—2tz+p=0 vor, 
wo vr=®?+n+l—r? ist, 

Sind die Koordinaten eines Punktes im 4dimensionalen 
Raum xzyzu, so ist durch die Festsetzung 

= yan 2-=Ll p=u 
eine ein-eindeutige Zuordnung zwischen den Kugeln des 
3dimensionalen Raumes AR, und den Punkten des 4dimen- 
sionalen A, hergestellt. Bei dieser Voraussetzung entspricht, 
was ich hier nicht beweise: 
jedem Kugelgebüsch in A, eine 3dimensionale Ebene in R, 

2 Kuselbinaelsr fu. .0052 R BER oe 
und „: Kugelbüschel „ R, „ Gerade: a 

Fassen wir die Punkte in &, als Nullkugeln auf, so ent- 
sprechen diesen o0® Nullkugeln in A&, Punkte in &,, welche 
in einem 3dimensionalen Rotationsraum zweiten Grades liegen. 

Betrachten wir ferner in A, einen Kreis als Schnitt zweier - 
Kugeln oder als das gemeinsame Element eines Kugelbüschels, 
so lassen sich auch die Kreise, Kreisbüschel und Kreisbündel 
des AR, in den 4dimensionalen Raum %&, abbilden. Einem 
Kreisbündel entsprechen in A, parallele Gerade, welche in 
einer 3dimensionalen Ebene liegen, und einem Kreisbüschel 
parallele Gerade in einer 2dimensionalen Ebene. 

Die Abbildung der Öycliden des R, führt in &, zu Kegel- 
schnitten. Wir finden somit, daß sich alle Fragen und Auf- 
gaben im 4dimensionalen Raum durch unsere Abbildung im 
3dimensionalen Raum lösen lassen. 
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